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У в а ж а е м ы й  ч и т а т е л ь !

Данный учебник является частью учебно-методического комплек­

та для всех специальностей среднего профессионального образова­

ния.

Учебник предназначен для изучения дисциплины «Математика», 

входящей в естественно-научный цикл.

Учебно-методические комплекты нового поколения включают 

традиционные и инновационные учебные материалы, позволяющие 

обеспечить изучение общеобразовательных и общепрофессиональных 

дисциплин и профессиональных модулей. Каждый комплект содер­

жит в себе учебники и учебные пособия, средства обучения и кон­

троля, необходимые для освоения общих и профессиональных 

компетенций, в том числе и с учетом требований работодателя.

Учебные издания дополняются электронными образовательными 

ресурсами. Электронные ресурсы содержат теоретические и практи­

ческие модули с интерактивными упражнениями и тренажерами, 

мультимедийные объекты, ссылки на дополнительные материалы 

и ресурсы в Интернете. В них включены терминологический словарь 

и электронный журнал, в котором фиксируются основные параметры 

учебного процесса: время работы, результат выполнения контрольных 

и практических заданий. Электронные ресурсы легко встраиваются 

в учебный процесс и могут быть адаптированы к различным учебным 

программам.



П ред и сл о в и е

Положение, которое складывается с изучением математики 

в учреждениях среднего профессионального образования, с каждым 

годом становится более сложным. Впрочем, это относится и к обще­

образовательной средней, и высшей школам.

С одной стороны, нельзя допустить снижения объема математи­

ческих знаний обучающихся: это неизбежно приведет к существен­

ным потерям в качестве подготовки специалистов, поскольку имен­

но математика создает главный фундамент для всех наук техническо­

го профиля, а в их высших разделах практически полностью берет 

на себя функции аппарата прикладного моделирования и исследо­

вания. Да и науки гуманитарного профиля, еще недавно благополучно 

обходившиеся без математики, сегодня возлагают на нее большие 

надежды. При этом важно заметить, что математику необходимо 

изучать как можно глубже в молодом возрасте. Тогда она усваивает­

ся сравнительно легко. Жизнь показывает, что пробелы в школьном 

образовании редко и с большим трудом удается восполнить в зрелом 

возрасте.

Но, с другой стороны, математике, как и многим другим учебным 

дисциплинам, приходится «потесниться» в учебных планах: появля­

ются новые важные учебные предметы, возрастает объем необходи­

мой специалисту информации по профилю обучения. Достаточно 

упомянуть информатику и вычислительную технику, ранее вообще 

не представленные в учебных планах, а ныне требующие значитель­

ного объема учебного времени.

Стремясь сделать изучение математики более легким, преподава­

тели и ученые-методисты детализируют математические рассуждения, 

насыщают учебники и учебные пособия многочисленными приме­

рами, разъясняющими все тонкости построений и вычислений. Это 

естественный и, в общем, правильный путь. Но движение по нему 

прогрессивно лишь до определенных пределов — как и бывает с лю­

бой, даже самой удачной, педагогической идеей.

И вот в учебной литературе по математике для средних учебных 

заведений к настоящему моменту назрел своеобразный кризис: дей-
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ствуюшие учебные программы по математике могут быть «покрыты» 

существующими, часто весьма добротными учебниками, учебными 

пособиями и задачниками, но объем содержащегося в них материала 

превышает элементарные физические возможности обучающихся. При 

этом, заметим, что речь идет вовсе не об «излишних» математических 

знаниях. Ситуация, скорее, противоположная: ряд важных современ­

ных вопросов математики иногда излагается недостаточно корректно 

(без экономии учебного времени) или не представлен вовсе.

Но самая главная проблема, остро обозначившаяся в последние 

годы, состоит в том, что у студентов не возникает полноценной си­

стемы математических представлений. Знание многих формул и ал­

горитмов недолго сохраняется в памяти, если к ним не обращаться 

достаточно часто. Представления о математических структурах более 

высокого уровня имеют больше шансов стать опорой для восполне­

ния при необходимости забытых деталей. Такие структуры и высту­

пают в роли математического фундамента в многочисленных при­

ложениях. Однако эти представления необходимо целенаправленно 

и настойчиво формировать в процессе изучения математики, что 

возможно только при специально организованном выделении их на 

фоне деталей.

Данный учебник ставит своей задачей частично восполнить ука­

занный выше пробел в учебной литературе по математике для учреж­

дений среднего профессионального образования. Укажем в этой 

связи на ряд наиболее существенных его особенностей методическо­

го и содержательного характера.

1. Учебник предназначен для использования в учреждениях 

среднего профессионального образования, в учебных планах ко­

торых предусмотрена дисциплина «Математика», и соответствует 

действующим программам. Несмотря на то что объем учебного вре­

мени на изучение курса «Математика» существенно варьируется (от 

137 до 250 ч), представленные в учебнике основные математические 

структуры имеют настолько большую общеобразовательную и мате­

матическую значимость, что являются обязательными для рассмо­

трения студентами всех специальностей. Другой вопрос — до какой 

детализации должно быть доведено их изучение, будет ли поставлена 

цель проведения всех доказательств, насколько прочны должны быть 

сформированные навыки математических преобразований и т. п. 

Соответствующие вопросы естественным образом регулируются 

преподавателем в ходе учебного процесса: «Вы можете опустить эти 

доказательства, но обязательно запомните формулы...»; «Вот самые 

простые задачи, связанные с использованием данных формул; по­
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смотрите, как они решаются, а затем решите аналогичные...»; «Вы 

должны самостоятельно решить задачи..; они несколько сложнее тех, 

что мы только что решали; подумайте, догадайтесь...»; «Этот пункт 

мы пропустим...»; «Этот подраздел рассмотрите самостоятельно...» 

и т.п.

Данный учебник содержит подразделы, изучение которых рассчи­

тано на программы, предусматривающие повышенный объем учеб­

ного времени. Такие подразделы отмечены знаком *. В зависимости 

от задач изучения математики в связи с конкретной специальностью 

преподаватель может по своему усмотрению расширять или сужать 

зоны действия подобных знаков, информируя об этом студентов.

Поскольку подобное регулирование является существенным фак­

тором обучения, данный учебник ориентирован главным образом на 

работу студентов под руководством преподавателя, а не на самооб­

разование. Последний вариант использования учебника тоже не 

исключается, но лишь в роли некоторого компонента, например для 

систематизации знаний, полученных на основе работы по другим 

учебным пособиям, или, наоборот, в целях создания предварительной 

общей ориентации в соответствующих разделах математики.

2. Если сравнивать содержание материала, представленного в дан­

ном учебнике, с обозначенным в программах, а также приведенным 

во многих других учебных пособиях, то важно заметить, что цели со­

кращения объема текста пособия нигде не достигались экономией на 

содержании материала и доказательствах. Однако все доказательства 

представлены очень компактно. Избран своеобразный стиль изложе­

ния, позволяющий избегать громоздких математических преобразова­

ний, массовых ссылок на ранее доказанные формулы, затрудняющих 

чтение текста, и даже принятых в математической литературе тради­

ционных схем оформления (выделения слов «доказательство», «что 

и требовалось доказать» и т.п.). При этом из контекста всегда легко 

усматривается, доказаны ли соответствующие утверждения или речь 

идет лишь об описании каких-то важных идей, знакомство с которы­

ми необходимо пользователю математики, заинтересованному лишь 

в практическом применении ее достижений. Естественно, что в за­

висимости от профиля будущей специальности может не выдвигаться 

цель знания всех деталей математических построений студентами, 

располагающими незначительным учебным временем: они могут 

не продумывать всех тонкостей кратко обозначенных рассуждений, 

но, уловив их логику и главную идею, сосредоточить внимание на 

сущности изучаемых математических структур, которые постоянно 

выдвигаются на первый план в тексте учебника.
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Содержание материала с избытком покрывает требования про­

граммы, а все его «расширения» органически связаны с этими тре­

бованиями. Такой «запас» представляется совершенно необходимым, 

поскольку «отступление» в направлении сокращения программ, 

упрощения в изложении материала, приводящего к серьезной на­

учной некорректности и необходимости переучивания на более вы­

соких ступенях образования, было бы глубокой стратегической 

ошибкой в рамках среднего профессионального образования.

3. Как известно, в содержании курса математики в учреждениях 

среднего профессионального образования можно условно выделить 

две части: материал, который изучается после окончания основной 

школы в полной средней школе, и материал, который традиционно 

(хотя, по современным представлениям, некорректно) относится 

к высшей математике. В ряде учебных пособий эта раздельная струк­

тура изложения сохранена. Это явно неэкономный вариант. Учреж­

дения среднего профессионального образования уникальны в том 

смысле, что имеют возможность осуществить логико-математический 

синтез при рассмотрении этих частей. Один из возможных вариантов 

такого синтеза представлен в данном учебнике.

Укажем лишь некоторые фрагменты реализации данной идеи:

■ теория элементарных функций является очень сложным разделом 

школьной математики, изложить который корректно не удается, 

поскольку понятия предела и непрерывности функции детально 

не рассматриваются. В учебнике анализ этих понятий представ­

лен до рассмотрения элементарных функций. В итоге теория этих 

функций значительно упрощается и становится более строгой;

■ вопросы стереометрии школьного курса математики также могут 

быть изложены в учреждениях среднего профессионального об­

разования более компактно и корректно, если им предшествует 

теория векторов и интеграла;

■ введение аппарата аналитической геометрии — мощное средство 

решения геометрических задач, а в соединении с основами ли­

нейной алгебры делает анализ многих довольно сложных школь­

ных задач предельно простым. При этом, правда, возникает част­

ный случай рассмотрения ряда геометрических вопросов, это уже 

не «абсолютная» геометрия взаимоотношения точек, прямых 

и плоскостей, а геометрия взаимоотношений в дополнительном 

предположении: в пространстве введена система координат. Од­

нако думается, что такое ограничение общности вполне допусти­

мо в рамках среднего профессионального образования.
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4. Содержание большинства учебных пособий по математике для 

учреждений среднего профессионального образования не претенду­

ет на использование современных определений и трактовок основных 

математических понятий, начиная со столь важного общематемати­

ческого понятия, как «функция». По-видимому, в целом это правиль­

ная позиция: многие фундаментальные математические понятия 

в современной трактовке становятся очень абстрактными и вос­

приятие их на начальных этапах обучения математике затруднитель­

но. Однако есть существенные исключения: в отдельных случаях 

современные трактовки понятий оказываются не более сложными 

для понимания, чем традиционные, но использование их оказыва­

ется весьма мощным конструктивным средством упрощения мате­

матических построений и выявления основных математических 

структур, представления о которых столь важно сформировать в ходе 

учебного процесса.

На первое место выходит аксиоматический метод определения 

основных математических структур. Он весьма удобен для раскрытия 

общей логики развития математических идей как «глобального», так 

и «локального» масштаба. В учебнике он используется (без излишних 

усложнений, связанных с проверкой требований к аксиоматике) на­

чиная с самых первых математических понятий (множество, ото­

бражение и т.д.) и заканчивая определением понятия вероятности 

случайного события. В итоге классическое понятие вероятности (явно 

некорректное в качестве основы построения всей теории) и понятие 

случайной величины оказываются просто частными случаями ак­

сиоматического определения вероятности и могут далее рассматри­

ваться параллельно и в полезном для понимания студентами сопо­

ставлении.

Другое очень важное понятие — функция, введенное в современ­

ном понимании, становится универсальным средством определения 

и разъяснения смысла очень многих понятий: определитель, площадь, 

вектор, преобразование пространства, производная, интеграл и т.д.

5. В ряде подразделов учебника оказалось целесообразным отой­

ти от привычных методических вариантов изложения учебного ма­

териала ради существенной рационализации и экономии объема 

необходимых построений.

Приведем характерный пример. Исследование функций методами 

дифференциального исчисления даже в большинстве вузовских 

учебников проводится по привычной схеме: доказывается теорема 

Ферма, а затем на ее основе можно исследовать функции на экстре­

мум; доказывается теорема Лагранжа — можно исследовать функцию
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на монотонность и т.д. Программами СПО знакомство с формулой 

Тейлора не предусмотрено. Однако, как хорошо известно, в этой 

формуле сконцентрированы все возможности исследования функций 

методами дифференциального исчисления. Главная сложность, свя­

занная с формулой Тейлора, — вывод формы остаточного члена. 

Однако реальность такова, что в современных условиях даже в вузах 

предложить студентам этот вывод часто не удается: форма остаточ­

ного члена приводится без доказательства. То же самое можно сделать 

и в учреждениях среднего профессионального образования, осталь­

ное просто и вполне доступно студентам для понимания. Поэтому 

все методы исследования функций с помощью дифференциального 

исчисления рассмотрены в данном учебнике компактно и едино­

образно — на основе формулы Тейлора.

6. Компактность, краткость и обозримость всех математических 

рассуждений рассматривались при создании данного учебника как 

важнейший фактор повышения качества обучения. Дело в том, что 

благодаря перечисленным факторам существенно облегчается воз­

можность запоминания материала, тем более что материал каждого 

подраздела можно без больших расходов времени перечитывать мно­

гократно, а память в студенческом возрасте, как правило, хорошая.

Естественно, что нужно позаботиться о том, чтобы такое запо­

минание обязательно сопровождалось пониманием. Тогда материал 

оказывается в постоянном распоряжении студента, его можно, до­

полнительно продумывая, уточнять, воспроизводить, использовать 

в упражнениях и т.д. Причем, как показывает опыт, этот процесс во 

многих компонентах происходит автоматически, если только условия 

учебного процесса тому способствуют.

7. Задачи и упражнения соотнесены со структурой теоретическо­

го курса и помогают усвоить и понять материал. Если не вести речь

о задачах, связанных со спецификой изложения курса, то следует 

заметить, что ббльшая их часть традиционна и уже встречалась в раз­

ных задачниках и учебных пособиях. Объем представленных задач 

и упражнений рассчитан на реализацию в рамках реального учебно­

го времени изучения математики (с некоторым запасом). При не­

обходимости он всегда может быть расширен преподавателем, а глав­

ные проблемы, конечно, не в увеличении набора задач, а в отборе 

наиболее информативных и значимых.

Образцы решения текстовых задач в относительно небольшом 

количестве представлены только в связи с изложением теории, а в раз­

деле «Ответы и рекомендации к решению задач» приведены краткие 

советы и пояснения к наиболее сложным задачам.



С т у д е н т у : к а к  р а б о та ть  с  э т о й  к н и г о й

Курс математики, представленный в этой книге, охватывает важ­

ные разделы нескольких учебных дисциплин. Каждому из них по­

священы отдельные книги. Если собрать их вместе, то получится 

небольшая библиотека, изучить которую студенту очень трудно 

в рамках отведенного учебного времени.

В данной книге тот же материал представлен очень компактно. 

Это существенно облегчает изучение.

Однако каждому понятно, что экономность изложения достига­

ется только повышением информационной концентрированности 

текста и глубокой структурной организацией взаимосвязей изучаемых 

математических понятий. А работа с таким текстом — это не чтение 

художественной литературы. Успех достигается только благодаря 

специальной системе работы.

Первое основное правило: учебный материал каждого раздела 

должен прочитываться многократно. Это не займет много вре­

мени, но совершенно необходимо, так как, какими бы большими 

математическими способностями ни обладал человек, после одного- 

двух прочтений нового материала обычно сложно полноценно усво­

ить его содержание (если вы являетесь исключением, обязательно 

займитесь математикой профессионально). При первом прочтении 

нужно ставить цель — понять, а не запомнить. Обычно для дости­

жения хорошего понимания материала одного прочтения мало. 

К тому же часто приходится, полистав книгу, припомнить кое-что 

из ранее изученного. Здесь вам поможет предметный указатель, по­

мещенный в конце книги. В итоге первое прочтение оказывается 

самым длительным.

Совершенно нормально, если вы сможете достигнуть хорошего 

понимания только при чьей-то квалифицированной помощи. Книга 

рассчитана на учебную работу под руководством преподавателя ма­

тематики.

А хорошо запомнить главное (основные утверждения, формулы, 

вид графиков и т. п.) тоже очень важно. Ведь это и есть знания, ради 

которых изучается курс. Поэтому запоминание должно стать основ­
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ным ориентиром во всех последующих видах работы с учебным 

материалом (дополнительное повторение, использование полученных 

знаний при решении задач и т.д.). Вот здесь-то компактность текста 
книги окажется очень кстати.

Заметим, что предлагаемая схема работы с математическим тек­

стом является наиболее экономной для студента в смысле затрат его 

труда, если предусматривать достижение хотя бы удовлетворительного 

уровня знаний. Если вам не жалко этих затрат — можете поэкспери­

ментировать: важная формула, которую вы поленились запомнить, 

«затормозит» понимание последующего материала, основательно 

задержит вас при решении задач, огорчит пониженными оценками 

и т. п.

Но изучение математики — это еще и решение задач. Конечно, за­

дача задаче — рознь. Однако и здесь есть полезный совет: рассматри­

вая задачу, задавайте себе два замечательных вопроса. Первый:

Что это такое?

Смысл в том, чтобы спросить себя, что означают понятия, о ко­

торых идет речь в задаче. И ответить себе.
Если же ответить сразу не удается, то ответ обязательно надо по­

искать, например, в теоретической части курса. Иначе для вас за­

дача может оказаться неразрешимой.

Второй вопрос:

Как эт о  взаимосвязано ?

Именно благодаря взаимосвязи понятий задачу удается решить. 

Чаще всего такие взаимосвязи предстают в виде формул, формули­

ровок теорем, а некоторые из них задаются формулировкой задачи.

Использовать эти вопросы надо всерьез, прилагая все усилия 

к поиску ответа на них. Тогда, как вы в скоре убедитесь, задачи будут 

решаться легче.

И наконец, последняя общая, но важная мысль. Если глубокое 

изучение математики покажется вам в каком-то смысле излишней 

роскошью, без которой вполне можно обойтись при овладении из­

бранной вами профессией, то поверьте: конечно — «можно». Но 

только одной, очень дорогой ценой — неизбежным снижением уров­

ня вашей будущей профессиональной квалификации и ограничени­

ем возможности ее роста. Это факт, проверенный поколениями, 

а убедиться в этом на собственном опыте в полной мере вы сможете 

лишь тогда, когда лично для вас поправлять что-либо существенно 

будет поздно.



Г л а в а  1

МНОЖЕСТВА И ФУНКЦИИ

ПОНЯТИЕ МНОЖЕСТВА

Каждая наука формирует свою систему взаимосвязанных понятий. 

Ббльшая часть из них возникает на основе определений, т. е. специ­

альных описаний смысла (содержания) понятия. Естественно, что 

в таких описаниях могут использоваться только те языковые кон­

струкции и, в частности, понятия, смысл которых можно считать 

полностью известным, если ограничиваться кругом изучаемых данной 

наукой вопросов (задач или проблем).

Можно, например, определить треугольник как многоугольник 

с наименьшим числом сторон. Однако такое определение будет кор­

ректным только при условии, что ранее уже были определены по­

нятия «многоугольник», «сторона многоугольника» и, кроме того, 

известен смысл слов «наименьшее число». Можно было бы дать 

и другие варианты определения, опирающиеся на другие математи­

ческие понятия (например, «точка», «отрезок» и т.д.).

В математике к определениям предъявляются особенно высокие 

требования, например в связи с точностью и однозначностью смыс­

ла логических конструкций, с помощью которых описываются новые 

понятия через уже известные. Выполнение таких требований для 

многих других наук оказывается желаемым, но часто недостижимым 

идеалом. Однако и сама математика испытывает подобные трудности 

в построении своих теорий: дело в том, что какие-то понятия неиз­

бежно оказываются первичными, так как для них не находится дру­

гих понятий, на точное описание содержания которых можно было 

бы опереться в определениях. Важнейшим среди них является по­

нятие «множество».

1 .1 .
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Ясно, что первичные понятия можно описать, неизбежно допустив 

какую-то долю неопределенности их смысла. В математике найден 

замечательный способ существенно уменьшить эту долю путем ис­

пользования так называемого аксиоматического метода (о котором 

далее еще пойдет речь). Этот метод оказывается удобным и для 

определения очень многих важнейших математических понятий, 

которые первичными не являются.

Для целей данного курса математики вполне достаточно ограни­

читься и более простым описанием смысла понятия «множество»: 

любая совокупность, объединение некоторых объектов произволь­

ной природы, называемых элементами.
Можно рассмотреть, например, множество студентов в некоторой 

группе, совокупность молекул воды на Земле. Однако множества, 

которые изучаются в математике, обычно не являются реальными 

объектами. Чаще всего это абстракции реальных предметов, которые 

возникают, если отказаться от рассмотрения практически всех их 

качественных свойств (цвета, запаха, веществ, из которых они со­

стоят, и т.д.), сохранив лишь несколько их характеристик, связанных 

с формой, размерами, численностью, устройством (структурой). 

Поэтому и в данном курсе речь пойдет в основном о различных 

множествах чисел, точек, фигур и т.п.

Объединение объектов в множество, по сути, означает существо­

вание правила, следуя которому любой объект, который может быть 

рассмотрен (обозначен и т.п.), однозначно относится к данному 

множеству или не относится. Подобное правило чаще всего исполь­

зует характерные свойства, признаки объекта, отличающие элемен­

ты данного множества. Например, множество четных чисел можно 

выделить среди всевозможных натуральных чисел по признаку «де­

лится нацело на 2», а множество целых чисел выделяется среди все­

возможных чисел именно признаком «целостности», смысл которо­

го должен быть специально описан.

Нередко используется и самый простой прием задания — простое 

перечисление элементов.
Например, множество арабских цифр — это совокупность знаков: 

{О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Этот способ применим только для так на­

зываемых конечных множеств, для которых имеет смысл понятие 

«число элементов». Однако в математике часто встречаются и бес­

конечные множества, простейшим примером которых является 

множество натуральных чисел:

1,2,3,  ..., я, ....
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Множества чаще всего обозначаются прописными буквами ла­

тинского алфавита, а их элементы — строчными. Запись а е А озна­

чает: «а является элементом множества А» или «а принадлежит А». 

Аналогично, z £ X  означает, что z не принадлежит множеству X.

Если каждый элемент множества А одновременно является и эле­

ментом множества В, то говорят, что множество/1 является подмно­

жеством множества В , и записывают: А с  В. Если при этом в весть 

элементы, не принадлежащие^ (т.е. множества А и В не совпадают), 
то пишут: А с  В.

Для всякого множества А можно рассмотреть множество всех 

его подмножеств р{А), в которое войдут одноэлементные подмно­

жества (состоящие всего из одного элемента), всевозможные пары 

элементов, тройки и т.д. При этом множество, взятое в целом, также 

окажется элементом р(А).

Полезно ввести в рассмотрение пустое множество 0 . В нем нет 

ни одного элемента, поэтому можно считать, что 0  является под­

множеством любого множества.

Над множествами можно выполнять операции. Простейшие из 

них: сумма, или объединение, двух множеств А и В, обозначаемое 

A\JB, и произведение, или пересечение, обозначаемое АГ\В.

О п р е д е л е н и е .  Сумма (объединение) двух множеств A\J В 
является множеством, каждый элемент которого принадлежит либо 

множеству А, либо множеству В.

Пересечение двух множеств АГ\В является множеством, каждый 

элемент которого принадлежит как множеству А, так и множеству В.

Символически операции объединения (рис. 1, о) и пересечения 

(рис. 1, б) показаны выделенными цветом участками на схемах (на­

зываемых кругами Эйлера), в которых множества Л и В обозначены 

как совокупности точек кругов.

А\]В АГ\В

Рис. 1
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Например, суммой множества чет­

ных и множества нечетных чисел ока­

зывается множество всех натуральных 

чисел.

Ясно, что пересечение двух мно­

жеств может оказаться и пустым. На­

пример, если А — множество решений 

уравнения х + у = 1, т. е. всевозможных 

пар чисел х и у, дающих в сумме 1 

(таких решений, очевидно, бесконечно 

много), а В — множество решений 

уравнения х + у = 2, то А П В = 0 , так 

как у системы уравнений

х + у = 1; 

х + у = 2

решений нет (если сумма двух чисел оказалась равна 1, то она же не 

может равняться 2).

Заслуживает внимания еще одна операция, называемая декарто­

вым произведением двух множеств А и В и обозначаемая Ах В. В ре­

зультате ее выполнения возникает множество, состоящее из всевоз­

можных пар элементов (а , b), где а е А и b е В. Порядок элементов 

в парах учитывается, т.е. Ах В и ВхА являются в общем случае раз­

ными множествами. Случай совпадения множеств А и В допускает­

ся: возникает Ах А — это всевозможные пары элементов, взятых из 

множества А, в том числе пары вида (а, а), где а е А.
Например, множество точек прямоугольника (рис. 2) можно рас­

сматривать как декартово произведение точек отрезков [а, Ь] 

и [с, d\.
Оказывается, что указанные выше операции, и в первую очередь 

рассмотрение множества всех подмножеств и образование декартова 

произведения, позволяют строго описать все основные структуры 

современной математики.

ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ

Одно из самых важных математических понятий — функция. Оно 

лежит в основе построения всех математических дисциплин (алгебры, 

геометрии, теории вероятностей и др.), выступая в них в различных

1.2 .

15



своих разновидностях (числовые функции, преобразования, опера­

торы, функционалы и т.д.). Суть этого понятия — взаимосвязь 

между элементами двух множеств, подчиненная небольшому числу 
ограничений.

О п р е д е л е н и е .  Пусть заданы два множества X  и Y (любой при­

роды). Предположим, что каждому элементу *  е X  поставлен в со­

ответствие (сопоставлен) один определенный элементу е Y. Указан­

ное соответствие называют функцией, определенной на множестве 

X  со значениями во множестве Y Синонимом термина «функция» 

является слово «отображение».

Для обозначения функции используется запись у = Дх) (читается 

«... эф от икс»), причем символ функции может быть любой буквой: 

у = F(x); у = g(x); у = дфс) и т. п., что позволяет рассматривать одно­

временно несколько разных функций. Иногда используется и запись 

вида X  f  >Y .

Таким образом, под функцией понимается сам закон (правило), 

который описывает способ (возможность) нахождения по любому 

заданному значению х е X  соответствующего элемента у е Y.

Элемент х е X  называют аргументом функции, а иногда — зна­

чением независимой переменной (в тех случаях, когда, рассматривая 

упомянутое соответствие, желают подчеркнуть, что значения элемен­

тов из множества X  можно произвольно, по своему выбору менять). 

Элементы у, сопоставленные каким-то х, называют значениями 

функции или значениями зависимой переменной, а иногда и обра­

зами элемента х, которые тогда уместно назвать прообразами эле­

мента у.

Предположим, что а — конкретный элемент из X. Тогда запись 

Да) указывает на конкретный элемент из Y, который сопоставлен 

элементу а. Сам закон сопоставления элементов из Хи  Кпозволяет 

найти этот элемент, единственный образуя) е Y.

Множество X  называют областью определения функции, а мно­

жество У,, состоящее из всех значений функции (т.е. множество всех 

образов элементов jc), — множеством значений функции.

Ясно, что произвольно взятый элементу е Y вовсе не обязатель­

но должен быть образом какого-то элемента из X. Поэтому Yt с  Y, 

и различают отображения Xв Y, если К, с  У, и отображения Хна Y, 
если К, = Y.

Заметим, что понятие функции легко истолковать, пользуясь по­

нятием декартова произведения X  х Y. В самом деле, как ясно из 

предыдущего, сопоставление элементов х и у — это, по сути,
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образование пары (х, у). Таким образом, задать функцию вида 

X  ——>У — это значит указать любое подмножество в X* У, в кото­

ром для каждого х е X  найдется единственный элемент (х, у).

Обратимся к примерам функций.

П р и м е р  1. Пусть X  и Y — множество действительных чисел 

(обычно обозначаемое К) и указана формула у = х2 + 1.

Заметим, что формулы — это особый математический язык, по­

зволяющий на основе общепринятых договоренностей кратко обо­

значать последовательность некоторых известных математических 

операций.

В данном случае если заданное число х умножить само на себя 

и к результату добавить 1, то получится число у.

Ясно, что указанная формула задает функцию, определенную для 

всех действительных чисел, а множеством значений этой функции 

является луч [1, оо).

Функции, заданные формулами, называют еще заданными ана­

литически. Обычно это числовые функции, т. е. определенные 

и имеющие свои значения на числовых множествах.

П р и м е р  2. Важный частный случай числовых функций — чис­

ловые последовательности. Они определены на множестве N на­

туральных чисел и, следовательно, каждому натуральному числу 

сопоставляют некоторое действительное число:

В нашей записи индекс у переменной х  как раз и указывает на 

соответствующее натуральное число, которому сопоставлено значе­

ние х. Чаще всего используют краткую запись: (х„), п = 1, 2, .... 

Числа х,, х2, ... называют членами последовательности, а хп — 

общим членом.

Например,

Заметим, что индекс может обозначаться любой буквой, чаще 

всего: п, к, /.

П р и м е р  3. Числовую функцию можно задать таблицей. Аргу­

мент х пробегает конечное множество значений, приведенных в пер-

(1 /п), п = 1, 2, ..., т.е. 1; 1/2; 1/3; ...; l/i 

(-1)", я = 1,2, т.е. -1; 1;-1; ...; (-1)' 

(л2), п = 1, 2,..., т.е. 1; 4; 9; ...; л2; ... .

1/л; ...,
М.
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вой строке, а соответствующие значения функции у указаны во 

второй строке.

X 0,5 I 1,5 2 2,5 3

У 3 -I 0 1 2 0

П р и м е р  4. Если на карте отметить две точки А и В, то, пользу­

ясь масштабом карты, можно вычислить расстояние между ними. 

Можно сказать, что расстояние — это функция от двух переменных 

(являющихся точками на плоскости) со значениями во множестве 

положительных действительных чисел.

Строго говоря, до сих пор речь шла только о функциях одной не­

зависимой переменной (у =f{x)), а функции нескольких переменных 

еще не были определены. Но это легко сделать, вновь обратившись 

к понятию декартова произведения: функция у =Дх ,, х2) двух неза­

висимых переменных х ь х2, где х, е X, и х2 е Х2, это функция, 

определенная на X t х Х2, т.е. сопоставляющая каждой паре (хь х2) 

элемент у. Аналогично можно определить функцию любого числа 

независимых переменных.

П р и м е р  5. Пусть X  — множество треугольников на плоскости. 

Тогда площадь треугольника — это функция, поскольку известно 

правило, позволяющее найти всегда существующее и единственное 

значение площади каждого данного треугольника. Заметим, что ана­

логичное утверждение нельзя высказать по отношению к произволь­

ным множествам точек на плоскости хотя бы потому, что для неко­

торых особенно сложно «устроенных» множеств такое правило не­

известно и, более того, можно показать, что оно, вообще говоря, и не 

существует. Фигуры, ограниченные «гладкими» линиями, конечно, 

имеют площадь, однако вопрос о том, как ее вычислить, оказывает­

ся довольно сложным.

ВЗАИМНО-ОДНОЗНАЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ. 
ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ

В определении функции однозначность образа у для каждого 

х обозначена как ее основное характеристическое свойство. Если 

функция у =/(х) задана на множестве Хи У— множество ее значений, 

то всегда можно, взяв любой элемент у из множества ее значений, 

сопоставить ему все его прообразы. Прообразов может оказаться 

более одного, поэтому такое сопоставление в общем случае будет

1.3.
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иметь вид: у -» {х}, где {х} — подмножество из X, каждый элемент х0 
которого обладает свойством: f(x0) = у (х0е {х}).

Например, для функции у = х2 + 1 у образа у = 5 есть два прооб­

раза: X) = 2 и х2= -2; аналогично для функции, заданной в подразд. 

1.2 таблицей: у образов у = 3, у = -1, у = 1 и >> = 2 есть только по 

одному прообразу, однако при у = 0 их уже два: х, = 1,5 и х2 = 3; 

у каждого из членов последовательности (-1)" таких прообразов 

будет бесконечно много, поскольку значение 1 появляется при всех 

четных п (п = 2к, к = 1, 2, ...), а значение -1 — при всех нечетных п 

(п = 2к - \, к = I, 2, ...).

Следовательно, в общем случае оказывается, что для функции 

у =Дх) обратное сопоставление каждому образу всех его прообразов 

функцией не является: может нарушаться свойство однозначности. 

Поэтому заслуживает специального внимания частный случай функ­

ции, для которой не только определяющее ее сопоставление (х ->у), 

но и обратное ему (у -> {х}, где/{х) = у для любых х е {х}) тоже будет 

функцией, которая называется обратной к данной.

Соответствующее отображение называется взаимно-однозначным. 

Можно сказать, что взаимно-однозначные отображения — это функ­

ции, имеющие обратную функцию.

Для того чтобы подчеркнуть связь обратной функции с исходной, 

для функции, обратной к у = Дх), часто используют обозначение 

х = f~'(y). Для взаимно-однозначных отображений символически 

можно записать:

X ^ ^ Y .

Заметим, что если характеризовать функции парами значений 

х и у, то для исходной и обратной функций оказываются объединен­

ными в пары одни и те же значения. Однако если для функции у =/[х) 

эти пары имеют вид (х, .у), то Для обратной функции те же самые 

элементы будут объединены в пары (у, х). В частности, если речь 

идет о числовых функциях, то такие пары можно истолковать как 

координаты точек на плоскости. Тогда легко понять, что график об­

ратной функции можно получить из графика исходной функции, 

изобразив множество точек на плоскости симметрично относитель­

но прямой у = х.

В самом деле, как ясно из рис. 3, каждую точку графика функции 

можно истолковать и как точку графика обратной функции (сопо­

ставление точек указано стрелками).
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Однако для традиционного изображения графика обратной 

функции, записанной в виде у = f~\x), а не в виде х = / “'(у) (когда 

значения независимой переменной изображаются точками на го­

ризонтальной оси, а зависимой — на вертикальной), придется по­

менять ролями оси координат и сменить их обозначения: х — на у, 

а у — на х. При сохранении исходной системы координат придется 

преобразовать сам график — по симметрии относительно прямой 

у = х (рис. 4).

Рассмотрим несколько примеров взаимно-однозначных отобра­

жений (соответствий).

1. Список студентов, присутствующих на занятии, находится во 

взаимно-однозначном соответствии с их множеством (при отсутствии 

однофамильцев).

2. Если задать на плоскости систему прямоугольных координат, 

то каждой точке на плоскости будет соответствовать единственная 

пара чисел (л\ .у), где х и у — координаты точки, и, наоборот, любой 

упорядоченной паре чисел будет соответствовать единственная точ­

ка на плоскости. Тем самым устанавливается взаимно-однозначное 

соответствие между множеством точек на плоскости и множеством 

упорядоченных пар чисел (т.е. в каждой паре должно быть указано, 

какой элемент объявляется первым, а какой — вторым).

3. Рассмотрим функцию у = 2х + 1, определенную на множестве 

всех действительных чисел. По указанной формуле, зная значение х, 
легко найти соответствующее ему значение у. У этой функции су­

ществует обратная, аналитическое задание которой можно получить, 

если выразить х через у: х = (у - 1)/2. Ясно, что множество точек 

на плоскости, координаты которых удовлетворяют последнему ра-
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венству, будет тем же самым, что и для равенства у = 2х + 1. Это 

прямая, изображенная на рис. 5. Если же мы пожелаем написать 

формулу обратной функции в традиционных обозначениях для не­

зависимой и зависимой переменных (у = / “'(*)), то придется сменить 

обозначения переменных: х  заменить на у, а у — нах. Тогда график

обратной функции У = ̂ х ~^ предстанет в виде прямой, также изо­

браженной на рис. 5, — она симметрична упомянутой выше прямой 

относительно у = х — биссектрисы первого координатного угла. 

Ясно, что каждая из функций (исходная и обратная к ней) задают 

взаимно-однозначное соответствие между точками числовых осей 

Ох и Оу.

УРАВНЕНИЯ, НЕРАВЕНСТВА, ТОЖДЕСТВА

Пусть на некотором множестве X определены две функции у =/(х) 

и у = f 2(x), значения которых принадлежат множеству Y. Тогда мож­

но высказать утверждение f(x )  = f 2(x), которое может оказаться ис­

тинным для одних значений аргумента х е X  и ложным — для 

Других. Такое утверждение называется уравнением. Каждое фикси­

рованное значение х0, для которого верно равенство /,(х0) = / 2(^0) 

(т.е. упомянутое утверждение истинно), называется решением урав­

нения.

1.4.
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Часто ставится задача о нахождении всех решений данного уравне­

ния или о доказательстве факта, что решений нет (т. е. их множество 

пусто). Тогда говорят: «Решите уравнение ...». Отыскиваемое значение 

х  в этом случае часто называют неизвестным в уравнении.

Если любое значение х из некоторого множества Xt (X , с  X) яв­

ляется решением данного уравнения, то его называют тождеством 

на множестве X t. Желая подчеркнуть, что некоторое уравнение яв­

ляется тождеством, иногда пишут: /,(х) = /2(х), х е X t.

Ясно, что любое уравнение с числовыми функциями у = /,(x ) 

и У ~/г(х) легко преобразовать к виду F(x) = 0, если обозначить 

F(x) ~ f(x ) ~f2(x). Заметим, что для произвольных функций опера­

ция вычитания может быть не определена.

П р и м е р  1. Пусть F(x) = х2 - 2, т. е. уравнение имеет вид: 

х2 - 2 — 0. Функция F(x) может быть определена (рассмотрена) на 

разных множествах значений х. Например, X  может быть множеством 

рациональных чисел, или множеством действительных чисел, или 

отрезком [0, 1].

В первом случае решений нет, поскольку не существует ни одно­

го рационального числа г, для которого равенство г2 - 2 = 0 было бы 

верным. Если же х может принимать любые действительные значения, 

то найдется ровно два решения: х, =л/2 и х2 = —̂ 2. В последнем 

случае решений нет, поскольку оба числах,, х2 находятся вне отрез­

ка [0, 1].

П р и м е р  2. Пусть дано уравнение х2 + у 2 - 1 = 0 с двумя пере­

менными х и у. Любая пара чисел (х, у), которая при подстановке 

в уравнение превращает его в верное равенство, будет его решением.

Рис. 6



Например, V2 А 
2 ’  2 . Можно, очевидно, указать бесконечно много

таких пар. Соответствующее им множество точек на плоскости об­

разует окружность, изображенную на рис. 6.

Однако такое уравнение можно истолковать и иначе, если рас­

сматривать у как функцию от х: у = у(х). Тогда его решением долж­

на быть объявлена любая функция у = у(х), определенная на неко­

тором множестве X, такая, что для любого х0 е X  утверждение 

Хо + LK*o)]2~ 1 = 0 истинно, т.е. данное равенство является тожде­
ством на X.

Другими словами, у = у(х) — решение, если при подстановке у(х) 

в уравнение (вместо у) уравнение обращается в тождество по пере­

менной х.

В данном случае легко указать по крайней мере два решения та­

кого, образно говоря, функционального уравнения: y = J  1 - х 2 и

у = -у]\-х2. Вообще, любое уравнение вида F(x, у) = 0 можно рас­

смотреть как функциональное, объявив у неизвестной функцией 
от х.

П р и м е р  3. Равенство х2-у2= (х + у)(х - у) является тождеством 
для любых пар чисел (х, у), поскольку, выполнив соответствующие 

арифметические действия, легко преобразовать его в тождество вида

0 = 0. Это же равенство является тождеством и как функциональное 

уравнение: оно истинно для любой числовой функции у = у(х).
Уравнения можно классифицировать в зависимости от вида функ­

ций (иногда говорят — выражений), которые их задают. Например, 

если в уравнении F(x) = 0 функция F(x) является многочленом

а^хР + + ... + а„_ | х  + а„,

где а0, а ь ..., а„ — действительные числа, то уравнение называют 

алгебраическим, а его решения — корнями.

В частности:

■ ах + Ь = 0 — линейное уравнение (а ф 0), у него всегда существует

Ь
единственный корень х = — ;

а
■ ах2 + Ьх + с = 0 (а * 0) — квадратное уравнение, для него можно 

подсчитать так называемый дискриминант D = Ь2 - 4ас. Если 

D > 0, то квадратное уравнение имеет два различных корня:

Х| = —  ( -b + \[d  ) и х2= — (-Ь-\Ц) ), которые в случае D = 0 со- 
2аv > 2аv >

впадают: х, = х2; при D < 0 действительных корней нет.
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В последующих подразделах курса будут рассматриваться многие 

функции (показательные, логарифмические, тригонометрические 

и др.). Участие их в записи уравнений приводит к возникновению 

еще многих классов так называемых трансцендентных (неалге­

браических) уравнений. Их решение часто оказывается сложной 

задачей, разрешимой разве лишь приближенными методами.

Для практического решения уравнений обычно приходится вы­

полнять некоторые их преобразования, переходя от уравнения 

f ix )  = / 2(х) к другому:/3(х) = / 4( х). При этом важно следить за тем, 

чтобы уравнения были равносильными {эквивалентными), т.е. мно­

жества их решений совпадали. Это значит, что каждое решение 

первого уравнения является решением и второго уравнения и наобо­

рот; либо оба уравнения решений не имеют.

Для числовых уравнений заведомо эквивалентные уравнения воз­

никают, если переносить какие-то функции из одной части равенства 

в другую, меняя при этом знак перед ними, умножать (делить) обе 

части равенства на функции (в частности, на числа), не обращаю­

щиеся в нуль. А вот, например, возведение обеих частей уравнения 

в квадрат может привести к неэквивалентным уравнениям.

Например, уравнение (х2+ 1)(х - 1) = 0 для действительных л: эк­

вивалентно уравнению jc - 1 = 0, так как х1 + 1 ^ 0.

А теперь рассмотрим уравнение -Jx + l +\1х2 + х-3 =0 или экви­

валентное ему у1х + 1 =-\1х2 +х-3. При возведении обеих частей 

равенства в квадрат получаем: х + 1 = х2 + х - 3, т. е. х2 - 4 = 0, или 

jc, = -2, х2 = 2. Подставляя .х, в исходное уравнение, замечаем, что 

оно теряет смысл, поскольку квадратный корень из отрицательного 

числа не имеет действительных значений. В подобных случаях гово­

рят, что при возведении в квадрат возник посторонний корень. 

Обычно посторонние корни отсеивают проверкой (подстановкой 

в исходное уравнение).

Для числовых функций определено и понятие неравенства: «боль­

ше», «больше или равно», «меньше», «меньше или равно» (>, >, <, 

<). Утверждения о неравенствах числовых значений двух функций, 

определенных на некотором множестве, называют неравенствами. 

Понятия о решении и равносильности неравенств аналогичны опи­

санным ранее для уравнений.

П р и м е р  4. Неравенство х + 1 > 0 имеет бесконечно много ре­

шений, к которым относятся все числа х > -1.

П р и м е р  5. Все решения неравенства х2 < 4 образуют отрезок 

[-2, 2], поскольку любое число -2 < х < 2 при возведении в квадрат 

оказывается не превосходящим 4.
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Рис. 7

х<-а

Рис. 8

х
х>-а

Вообще, решением неравенства х2 < а2 является множество зна­

чений х, удовлетворяющих неравенству |х| < а {а > 0) (т.е. тех, у ко­

торых абсолютная величина не превосходит а) или эквивалентному 

ему -а <х  < а  (рис. 7).

Аналогично решением неравенства х2 > а2, или эквивалентного 

ему |х| > а, являются два луча х < -а и х > а (рис. 8).

П р и м е р  6. Рассмотрим неравенство х + у < 1. Его решения 

образуют нижнюю полуплоскость, ограниченную линией х + у = 1 

(сама линия в нее не входит). При практическом определении, ка­

кая именно полуплоскость задается аналогичными неравенствами 

с двумя переменными, в неравенство подставляют координаты любой 

точки, не расположенной на разделяющей линии. В данном случае 

очевидно, например, что координаты точки (0, 0) удовлетворяют 

неравенству (рис. 9).

Иногда уравнения и (или) неравенства объединяют в системы. 

Решением системы является любой набор значений всех неизвестных, 

для которых истинны все утверждения о равенствах или неравенствах 

значений соответствующих функций.

П р и м е р  7. Система

I х 2 + у 2 -\ =0',

\х + у>\,

У

N

1
■Ik1 x - v y -  1

\
\

I h s V s
■Щ ч 1

0 \ *  
N

Рис. Э
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как ясно из предыдущих рассуждений, имеет решением множество 

точек дуги окружности, изображенной на рис. 10 (включая ее кон­

цевые точки).

ПОНЯТИЕ О МАТЕМАТИЧЕСКИХ СТРУКТУРАХ

Рассуждая о множествах, мы до сих пор не предполагали, что 

между их элементами определены какие-то взаимосвязи или опера­

ции, т.е. множества мыслились как объединения элементов, в общем 

случае не наделенные какой-либо организованностью или, как го­

ворят в математике, структурой. С понятием функции ситуация 

аналогичная: пока предполагалась лишь однозначность соответствия 

элементов двух множеств. Однако ясно, что на «устройство» множе­

ства, точно так же как и на закон соответствия, задающий функцию, 

можно было бы наложить еще некоторые дополнительные условия. 

Тогда их свойства могли бы существенно обогатиться, а наделенные 

соответствующими структурами множества и функции — оказаться 

хорошими моделями реальных объектов, закономерностей и про­

цессов окружающего мира.

Структуры множеств, которые чаще всего рассматриваются в ма­

тематике, образуют несколько больших классов. Среди них алге­

браические структуры , характерными представителями которых 

являются операции сложения и умножения элементов. Эти операции 

хорошо известны для числовых множеств. Например, для любых двух 

чисел хн у  (натуральных, целых, рациональных, действительных или 

комплексных) определено число z, называемое их суммой (обозна­

чение: z = х + у). При этом операция сложения обладает нескольки­

ми (принципиально важными для сущности данной операции) 

свойствами, например: ассоциативностью: а + (Ь + с) = (а + Ь) + с, 

коммутативностью: а + b = b + а.

Конечно, не только для числовых множеств вводятся алгебраиче­

ские структуры. В подразд. 1.1 упоминались операции суммы (объе­

динения) и произведения (пересечения) для произвольных множеств. 

Оказывается, что, например, и для логических операций «и», «или» 

может быть определена специальная, весьма полезная «алгебра».

Обратим внимание, что для математически строгого определения 

алгебраических структур (так же как и других, обсуждаемых ниже) 

вполне достаточно использования уже введенных выше понятий. 

В самом деле, например, операция сложения двух элементов данно­

го множества А — это отображение, сопоставляющее каждой паре

*1.5.
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(Х у) элементов из А некоторого (однозначно определенного) эле­

мента z е А, т.е. отображение вида А х А -» А. Однако не любое 

такое отображение, а обязательно подчиняющееся нескольким тре­

бованиям, которые в математике часто называют аксиомами. Таких 

аксиом обычно совсем немного: для сложения и умножения обяза­

тельна ассоциативность, но даже коммутативность требуется не 

всегда. Например, для множества, структуру которого определяет 

наличие всего одной операции сложения (или умножения), набор 

аксиом составляет список:

1) если х е А и у е А, то х + у е А;

2) (х + у) + Z = х + (у + z) (ассоциативность);

3) в А существует элемент е (называемый нейтральным), такой, 

что а + е = е + а = а',
4) для любого х е А существует элемент (-х) е А такой, что х + 

+ (-х) = (-х) + х  = е.
Множество, удовлетворяющее указанным аксиомам, называется 

группой.
Другой важный класс структур - структуры порядка. Они вво­

дятся путем определения так называемого отношения порядка, ко­

торым могут быть связаны любые два элемента данного множества 

или лишь некоторые (тогда говорят о частичной упорядоченности). 

Простейший пример определения отношения порядка для действи­

тельных чисел — введение понятия «меньше» (или «больше»): < (или 

>). Для любых двух (различных) чисел х и у либо х меньше у, либо 

у меньше х. Основная аксиома для отношения порядка — требование 

транзитивности (для числовых множеств оно выглядит так: если х < у 

и у < z, то х < z).
Структуры порядка важны в приложениях математики прежде 

всего в связи с решением задач об измерении тех или иных качеств 

реальных систем.

Еще один класс структур - топологические. В основе их опреде­

ления лежит понятие о непрерывности, являющееся фундаментом 

моделирования и математического анализа процессов, происходящих 

в реальном мире. Рассмотрению некоторых свойств таких структур 

посвящено несколько последних подразделов данного курса.

Фактически каждая математическая дисциплина занимается 

исследованием избранного ею класса структур, который и опреде­

ляет специфику ее методов, теорий и практических приложений. 

В качестве наиболее корректного способа описания структур ма­

тематика признает аксиоматический метод. Суть его в том, что 

вводятся в рассмотрение первичные (неопределяемые) объекты, на
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самом деле — только их наименования. Свойства этих объектов, их 

взаимосвязи исчерпывающим образом формулируются в специаль­

ных предложениях, называемых аксиомами. Такой подход позво­

ляет рассматривать многочисленные интерпретации обсуждаемых 

математических объектов, т.е. какие-то конкретные множества, для 

элементов которых аксиомы выполняются. Ясно, что элементы таких 

множеств могут обладать еще очень многими другими свойствами, 

но они совершенно не принимаются во внимание в рамках той кон­

кретной теории, которая строится аксиоматическим методом.

Вопрос об «очевидности» аксиом не имеет смысла: для некоторых 

интерпретаций они выполняются, и поэтому будут выполняться и все 

следствия принятия соответствующих предложений как истинных; 

для других - не выполняются, значит, это совсем другие математи­

ческие структуры.

Применение аксиоматического метода построения математиче­

ских теорий предполагает, что зафиксированы (определены) прави­

ла вывода, т.е. набор логических средств, позволяющих формули­

ровать определения новых понятий, используя первичные и ранее 

уже определенные понятия, а также устанавливать истинность (про­

водить доказательство) новых предложений (теорем). При этом 

могут использоваться как истинные все аксиомы и ранее доказанные 

теоремы. Так возникают математические теории, все утверждения 

которых будут верны в любой интерпретации. В идеале правила вы­

вода должны быть сформулированы математически строго, что в ряде 

случаев удается сделать в рамках так называемой математической 
логики.

К системам аксиом в математике предъявляются еще и требования 

непротиворечивости, независимости и полноты.

Система аксиом называется непротиворечивой, если из нее нель­

зя логически вывести два взаимно исключающих друг друга пред­

ложения. Обычно непротиворечивость доказывается построением 

полноценной интерпретации, связанной с уже построенными со­

держательными математическими теориями. Тем самым непротиво­

речивость данной аксиоматики доказывается, образно говоря, кос­

венно: она непротиворечива, если существуют ее интерпретации.

Непротиворечивая система аксиом называется независимой, если 

никакая из аксиом системы не является логическим следствием дру­

гих аксиом системы. По существу, требование независимости сво­

дится к минимизации набора аксиом, достаточного для построения 

теории. Интересно, что независимость можно доказать, если убе­

диться в непротиворечивости всех таких систем аксиом, которые
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получаются из данной системы, если одна аксиома заменена ее 

противоположным утверждением, а все остальные аксиомы оставле­

ны без изменения.
Система аксиом называется категоричной, если все ее интерпре­

тации имеют эквивалентную структуру, точнее, являются изоморф­

ными (суть последнего, очень важного в математике понятия мы 

обсудим далее).

Ясно, что описанные выше требования являются чрезвычайно 

жесткими. Выполнить их полностью удается лишь на завершающих 

этапах построения той или иной математической теории. На этапах, 

когда теория еще строится или, например, излагается в учебных 

курсах, доказательства нередко оказываются не вполне строгими, 

а сам аксиоматический метод не всегда удобен, поскольку именно 

содержательные интерпретации позволяют человеку оперировать 

реальными образами математических объектов в тех случаях, когда 

он проводит эвристические рассуждения или доказательства или, 

например, пытается понять смысл учебного математического текста. 

Тем не менее при изучении математики очень полезно иметь в виду 

описанные ранее «идеалы» в построении математических теорий, 

поскольку настойчивое стремление к ним объясняет главную логику 

формирования математики как системы, а понимание этой логики 

существенно облегчает ее изучение.

Обратим теперь внимание, что, поставив в начале подраздела во­

прос о возможности наделения рассматриваемых множеств и их 

отображений специальными структурами, мы еще совсем не обсуж­

дали его в связи с понятием «функция». Ясно, что если область 

определения X  и множество значений функции У не наделены 

какими-то структурами, то мало смысла говорить о каких-то «хоро­

ших» свойствах функций вида X  —> У. Однако если X  и У такими 

структурами обладают, то возникает интересный вопрос о возможных 

взаимосвязях между ними, поскольку именно такие взаимосвязи 

могли бы описывать в виде моделей закономерности окружающего 

мира. И тогда все зависит от свойств функций, отображающих X 

на Y.

Предположим, что у =J{x) отображает взаимно-однозначно X  на 

У, причем на множестве X  задана структура, связанная с операцией 

сложения ( j c , + х2 = х3), а на множестве У - структура, связанная 

с операцией умножения (у, ■ у2 = Уз), подчиненные соответствующим 

системам аксиом. Пусть у, =ДХ|), у2 =ЛХ2), Уз = Л х3). Может слу­

читься, что если х, + х2 = х3, то у, • у2 * Уз-. И наоборот, т.е. данная 

Функция не только устанавливает взаимно-однозначное соответствие



между элементами множеств X  и К, но и задает связь между опера­

циями, определенными на А" и Y. Образно говоря, функция у =Дх) 

преобразует структуру одного множества в структуру другого.

Такого типа соответствия называются изоморфизмами. Изомор­

физмы двух множеств могут быть связаны с любыми структурами и, 

по сути, позволяют рассматривать структуры одного множества как 

модели структур другого множества. Поэтому понятие изоморфизма 

является основой всех видов математического моделирования реаль­

ных объектов, процессов и явлений.

Пусть X — множество натуральных чисел, для которого рассмо­

трим структуру, связанную с операцией сложения (л, + п2 = я3). Пусть 

Y — множество всевозможных натуральных степеней числа 2 (т.е. 

последовательность 2, 4, 8, ...), для которых рассмотрим структуру, 

связанную с операцией умножения: у, • у2 = у3. Например, для функ­

ции у = 2" обозначим у, = 2 у2 = 2п2, у^ = 2я3. Как известно, 

2"'+"2 =2"' ■2”1, поэтому если я, + п2 = я3, то У\- у2 = у3, и, значит, 

данная функция задает указанный выше изоморфизм.

Еще один пример изоморфизма — связь между действительными 

числами и множеством точек на числовой оси, при которой струк­

туре порядка для чисел (соотношение «меньше») соответствует гео­

метрическая структура порядка для точек (соотношение «лежит ле­

вее»).



г Л А В А  2

ЧИСЛОВЫЕ МНОЖЕСТВА

|  МНОЖЕСТВО НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ________

В гл. 1 уже обращалось внимание на то, что в математике изна­

чально не накладывается каких-либо ограничений на природу рас­

сматриваемых множеств и их отображений. Но как же в этом бес­

конечном разнообразии исследовать их сходство и различия, обна­

руживать закономерности во взаимосвязях элементов, утверждать 

или отрицать наличие определенных, неочевидных свойств?

Математика нашла метод. Суть его в специальном построении 

и использовании в анализе некоторых конкретных множеств. Их 

сравнительно немного, но они чрезвычайно полезны и удобны для 

исследования свойств многих других множеств. Элементы таких 

множеств не являются реальными объектами окружающего мира, 

они лишены всех качественных свойств (цвета, запаха, электриче­

ского заряда и т.п.), кроме четко зафиксированного набора, пред­

ставленного, как правило, очень небольшим перечнем свойств. Эти 

свойства (введенные операции, соотношения, взаимосвязи) и задают 

структуру упомянутых множеств, которая может сопоставляться со 

структурой других множеств ради их исследования.

Первостепенная роль здесь принадлежит числовым множествам: 

множеству натуральных чисел (N), целых (Z), рациональных (Q), 

Действительных (R) и комплексных (С). Их свойства во многом уже 

знакомы читателю из курса математики средней школы. Однако 

полноценная теория их достаточно сложна и не может быть в нем 

представлена. Поэтому ради достаточного понимания ее для целей 

наших дальнейших построений приведем краткий обзор свойств 

перечисленных числовых множеств.
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Можно было бы сказать совсем просто: множество N — это набор 

чисел 1, 2, ... , п, ... . Но тем самым мы указали бы, причем весьма 

неполно, только какие-то обозначения (наименования) элементов 

множества N. И сразу возникли бы непростые вопросы.

Что же можно делать с этими объектами?

Набор элементов I, I I ,  I I I ,  IV, ... или слов «один», «два», 

«три», «четыре» ... — это то же самое или другое множество?

Как взаимосвязано множество N с множеством элементов из 

окружающего мира?

Можно ли сказать, что множество N существует, если его элемен­

ты не являются реальными объектами?

Корректное определение множества N в некотором смысле осо­

бенно сложно, поскольку логически это первая числовая система, 

опираясь на которую можно строить другие числовые системы, по­

полняя предшествующую новыми элементами с тем, чтобы операции, 

которые не всегда в ней выполнялись, стали осуществимы в расши­

ренной системе. В современном варианте это аксиоматическое 

определение, причем в качестве аксиом выбираются такие свойства, 

которые позволяют моделировать счет реальных предметов, сравне­

ние множеств по числу элементов, процедуру сложения элементов, 

очень часто реализуемую в жизнедеятельности люд^й.

Наиболее известна система из четырех аксиом Пеано, которая 

(говоря описательно) определяет N как любое непустое множество, 

в котором введено однозначное отношение «следует за» для всех 

чисел, кроме особого числа, называемого 1 (не следующего ни за 

каким числом), и действует так называемая аксиома индукции. 

В менее «экономичном» варианте описания система натуральных 

чисел N оказывается множеством, в котором определена операция 

сложения элементов', если а е N и b е N, то существует элемент 

с £ N, называемый суммой (а + b = с), причем выполняются свой­

ства:

а + b = b + а (коммутативность сложения);

(а + Ь) + с = а + (Ь + с) (ассоциативность сложения).

С помощью операции сложения можно определить и умножение 

(ab = с), также обладающее свойством коммутативности и ассоциа­

тивности, а в комбинации со сложением и свойством дистрибутив­

ности: (а + Ь)с = ас + Ьс.

В N определена также операция сравнения элементов а < Ь, при 

которой для любых a, b е N выполняется точно одно из следующих 

соотношений:
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а < b\ b < a: a = b.

Можно указать и еше ряд простых свойств N, хорошо известных 

читателю, из которых напомним лишь полезное следствие упомяну­

того ранее свойства индукции, называемое методом математиче­

ской индукции.
Пусть некоторое утверждение А, имеющее смысл для любых на­

туральных чисел, верно при п = 1. В предположении о том, что оно 

верно при п = к, оказывается, что оно верно при п = к + 1. Тогда 

А верно при п е N.

1 т п(п + \)
Например, 1 + 2 + 3 + .. . + п = — -— .

1-2
Действительно, при п = 1 формула верна: 1=-у-. Предполагаем,

что она верна для фиксированного п (ради экономии записи букву 

к мы не вводим). Убедимся, что тогда будет верно и

г> т 1 (я + 1)(л + 2)
[1+ 2 + ... + «]+(« +1) = ---- ^ --- -•

Но это легко проверяется, так как слева имеем

"  + 1
(п + \)(п + 2)

Система натуральных чисел N нередко используется в отображении 

множеств. Вспомним, что функции, определенные на N, имели спе­

циальное название — последовательности. А главное практическое 

использование N — счет предметов, при котором натуральные числа 

оказываются характеристиками элементов некоторого множества. 

Речь идет о конечных множествах, для которых могут быть построе­

ны взаимно-однозначные соответствия с отрезками натурального 

ряда чисел (какой-то элемент объявлен первым, вторым и т. д., и про­

цесс такой нумерации на каком-то шаге заканчивается, а последний 

присвоенный номер указывает число элементов множества).

Все множество N, взятое в целом, оказывается бесконечным, при­

чем в определенном смысле это наименее «богатое» элементами 

множество среди всевозможных бесконечных множеств (понятие 

«число элементов» здесь теряет смысл). Например, обсуждаемое 

далее множество действительных чисел К не может быть расположе­

но («умещено») в последовательность: как говорят, оно имеет боль­

шую «мощность».
З а м е ч а н и е .  Понятие бесконечного множества можно было бы 

определить строго, сформулировав вначале определение конечного 

множества и объявив затем бесконечным любое множество, которое
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не является конечным. Ранее было дано лишь описание конечных 

множеств, причем не вполне строгое. Представим еще один, до­

вольно изящный, вариант описания понятия «конечное множе­

ство»:

1) множество, в котором всего один элемент, является по опреде­

лению конечным;

2) объединение двух конечных множеств является конечным;

3) других конечных множеств нет.

Приведем пример часто встречающейся функции, обозначаемой 

п\ (читается: «эн факториал»):

я! = 1 • 2 •... • п.

Например, 1! = 1; 3! = 1 - 2 • 3 = 6; 6! = 1 - 2 - 3 • 4 • 5 • 6 = 720. По 

определению 0! = 1.

В приложениях иногда встречаются очень большие натуральные 

числа. В этой связи полезно напомнить некоторые наименования'. 

цифры в записи числа разбивают на классы, отделяя справа после­

довательно по три цифры. Первый класс — единицы, второй — ты­

сячи, третий — миллионы, четвертый — миллиарды, пятый — трил­

лионы и т.д. Например, число 1 306 215 ООО читается: «один милли­

ард триста шесть миллионов двести пятнадцать т>1сяч».

Важно заметить, что в результате указанного построения системы 

N оказывается, что она существует и является единственной 

(с точностью до терминологических переобозначений). Иногда сис­

тему N называют еще натуральным рядом, имея в виду ее запись

в виде последовательности 1, 2, п....... Употребляя этот термин,

следует учитывать, что понятие «ряд» в математике имеет и совсем 

иной смысл.

Для математики является традиционной постановка вопроса об 

обратной операции по отношению к введенной. Так, определив 

операцию сложения в N, каждой паре натуральных чисел а и b со­

поставляют их сумму с = а + Ь. Пусть теперь задана пара произволь­

ных натуральных чисел a we .  Существует ли такое натуральное 

число х, для которого а + х = с? Если да, то такое число х называют 

разностью чисел с и а: х = с - а, а операцию нахождения разности — 

вычитанием. Возникают традиционные вопросы:

1) существует ли разность для любых чисел с и а;

2) если существует, то единственна ли она?

Ответ на первый из них: вообще говоря, нет. Например, при с = 5, 

а = 3 разность находится: х  = 5 - 3 = 2 (так как 3 + 2 = 5), но при 

с = 2, а = 4 соответствующего натурального числа не существует.
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Ответ на второй вопрос — да, так как, предположив, что есть два 

таких числа Х| и х2, для которых х, = с - а и х2 = с - а, находим

а  + Х\ = о  + х 2> т-е- х \ = Х2-
Совершенно аналогично можно рассмотреть вопрос о делении — 

операции, обратной умножению. Например, некоторые натуральные 

числа т  делятся на 2 (т.е. существует такое натуральное число к, что 

2к = т) — их называют четными, другие (например, 3, 5) — не де­

лятся на 2 — это нечетные числа, их общая формула 2к - 1, где 

к  =  1 , 2 , . . .  .
Есть натуральные числа, которые делятся только на 1 и на себя. 

Их называют простыми (по определению 1 не является простым 

числом).

Аналоги операций вычитания и деления в окружающем человека 

мире встречаются очень часто. Поэтому тот факт, что они далеко не 

всегда выполнимы в рамках числовой системы N, является серьезным 

основанием для того, чтобы расширить систему N, пополнив ее 

элементами, которые могли бы служить математическими моделями 

соответствующих реалий.

МНОЖЕСТВО ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ

Для того чтобы воспользоваться числовой системой, на практике 

нередко приходится выбирать начало отсчета. Например, возраст 

человека принято отсчитывать от момента его рождения, температу­

ру (по шкале Цельсия) — от ее состояния, когда тает лед, и т.д. Но 

при этом имеет содержательный смысл и может представлять интерес 

рассмотрение предшествующих состояний. Для их количественной 

характеристики системы натуральных чисел уже недостаточно. 

В принципе возможны два решения:

а) построить совсем новую числовую систему, с помощью которой 

решались бы все упомянутые ранее и вновь возникающие задачи;

б) расширить систему N, пополнив ее новыми элементами, при­

годными для описания предшествующих состояний, «долгов», от­

счетов «в противоположном направлении» и т.п.

Второй вариант представляется явно более рациональным, по­

скольку с математической точки зрения все такие задачи сводятся 

к неограниченной выполнимости операции вычитания. В этом смыс­

ле можно сказать, что в системе N явно обозначается резерв воз­

можного усовершенствования.

2 .2 .
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Итак, добавим ко множеству символов 1, 2, я, ..., задающих 

систему N, еще символы (называемые отрицательными целыми 
числами)

-1; -2; -и;

а также специальный символ 0 (нуль) и назовем объединенную си­

стему множеством целых чисел Z.

Естественно, что устанавливается соответствие п = -(-я).

Главное теперь — ввести в новой системе операции сложения, 

вычитания, умножения, которые должны быть неограниченно вы­

полнимыми и приводящими к тому же результату в частном случае, 

когда они осуществляются для ранее введенных элементов N. Здесь 

не будем описывать детально, как это делается, заметив только, что 

для этого обычно вводится понятие модуля целого числа и устанав­

ливаются правила оперирования знаками «+» и «-» (несомненно, 

хорошо известные читателю).

О п р е д е л е н  ие. Модулем (абсолютной величиной) целого чис­

ла а называется число, обозначаемое \а\, которое совпадает с а, если 

а положительное; совпадает с (-а), если а отрицательное, и равно О, 

если а = 0.

Напомним для примера только некоторые правила оперирования 

знаками (я, т  е N):

■ (-я) + (-т) = -(|-я| + \-т\) = -(я + т)\

■ я + (-я) = я — я = 0;

■ пт = (-я)(-/я);

■ п(-т) = (-п)т = -|-я||яг| = -пт.

Оказывается, что в результате проведения подобных теоретических 

построений (технически довольно громоздких) в системе целых чи­

сел Z операции сложения и умножения коммутативны, ассоциативны, 

а в сочетании — дистрибутивны. Принципиально важно, что опера­

ция вычитания, как обратная к сложению, теперь однозначно вы­

полнима без всяких ограничении, т.е. для любых a, b е Z существу­

ет такое х е Z, что а + х = b (значит, х = Ь - а).

Учитывая обозначенную ранее логику рассуждений, вновь обратим 

свое внимание на постановку вопроса об операции, обратной умно­

жению. Расширяя систему N до Z, мы не стремились обеспечить ее 

выполнимость: по-прежнему, в отдельных случаях она выполнима 

(например, (-6) : 3 = -2, так как 3(-2) = -6; (-10) : (-2) = 5), а в от­

дельных — нет; например, не существует целого числа х, которое 

удовлетворяло бы равенству (-3)х = 2.
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Значит, и система Z имеет определенный резерв для расширения 

как с логико-математической точки зрения (возможность сделать 

операцию умножения обратимой), так и с прикладной (поскольку 

многие практические задачи требуют введения процедуры деле­

ния).

СИСТЕМА РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

Рассмотрим элементы вида — , где т, п <= Z и п * 0. Если число
п

т  делится на п в системе целых чисел, то каждый из таких элемен­

тов — просто результат выполнения операции, обратной умножению:

т  г- ™ т
если пх = т , то х = — . Если же такого х е Z не существует, то--- это

п п
новый символ, присоединяемый к системе Z, который называется ра­

циональной дробью с числителем т  и знаменателем п. Пополнив 

систему Z всевозможными элементами указанного вида, мы получа­

ем систему рациональных чисел Q.

Ясно, что при строгом математическом построении системы Q, 

приняв указанное расширение, предстоит проделать еще большую 

техническую работу по определению в Q уже введенных ранее опе­

раций сложения, вычитания, умножения и сравнения для целых 

чисел, причем так, чтобы не возникло противоречие с результатами 

их выполнения в Z. Соответствующие правила хорошо известны:

■ , а 2 _  а 'Ь2 +а2Ь\ .

Ъ \ Ь 2 Ь\Ь 2

ь \ Ь 2 ь хъ2

■ < iiL , если а\Ь2 < а2Ь\, Ь] > 0, Ь2 > 0 
Ъ | Ь 2

/ (Х\ С1~) лч
(так как - i l i .  = _ L J ---L-L<0).

Ь\ ь 2 ь хь 2

Главное, что таким образом удается достичь: множество Q — это 

числовая система, структура которой характеризуется возмож­
ностью сравнения чисел между собой и неограниченного выполнения 
операций сложения, вычитания и умножения. То же самое можно 

было бы сказать и об операции деления, если бы не одно важное 

исключение: делить на нуль нельзя.
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Деление на нуль оказывается запрещенной операцией во всех 

числовых системах (включая и обсуждаемые далее М и С).

Система Q оказывается единственной, обладающей указанными 

свойствами, однако это не исключает существования многих спосо­

бов символического обозначения ее элементов.

Дроби вида — , где т , п е N, обычно называют обыкновенными, 
п

Одно и то же рациональное число может быть представлено многи-

1 2 5
ми обыкновенными дробями (например, - = — = — )•

Для дробей со знаменателями 10, 100, 1000 и т.д., называемых 

десятичными, часто используется специальная запись с применени­

ем арабских цифр 0, 1, 9 в десятичной системе счисления. На­

пример, число 15,273 представляет собой сумму следующих обыкно­

венных дробей:

1-10 + 5-1 + —  + —  + - ^
10 100 1000

Однако не всякая обыкновенная дробь оказывается подобным

образом представимой. Например, легко усмотреть, что — лишь при-
6

ближенно может быть описана десятичными дробями вида

0,1; 0,16; 0,166; 0,1666; 0,16666; ... .

Точность приближения возрастает с добавлением каждого нового

знака после запятой, поэтому можно было бы сказать, что — точно
6

представима бесконечной десятичной дробью: - = 0,16666.... Однако
6

при этом важно заметить, что бесконечная десятичная дробь — это 

уже какой-то новый объект, рассмотрение которого не предусматри­

валось процедурой расширения системы Z до системы Q. Другими 

словами, произвольная бесконечная десятичная дробь может не 

оказаться рациональным числом (как оно и есть на самом деле).

Заметим также, что, выбирая представление рациональных чисел, 

можно менять и систему счисления. Например, число 4,5, записан­

ное в десятичной системе счисления, можно представить в виде

1-22 +0-21 +0-1 + 1

т.е. в двоичной системе счисления записать так: 100,1. В зависи­

мости от выбора системы счисления будут изменяться и правила,
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по которым оформляется результат практических вычислений (табли­

цы сложения и умножения чисел). Например, в десятичной системе 

I + 1 = 2, а в двоичной 1 + 1 = 10. Для компьютеров более удобна 

твоичная система счисления, для человека — десятичная, но сам 

результат вычислений никоим образом от этого не зависит.

ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ

Система рациональных чисел Q является основной системой, 

в рамках которой производятся практические арифметические вы­

числения. Даже если в вычислениях встречаются числа, не являю­

щиеся рациональными (например, я, V2, л/з), желание представить 

результат вычисления рациональным числом приводит к необходи­

мости брать их приближенные рациональные значения.

Теоретически все арифметические операции с рациональными 

числами можно выполнить точно, но на практике это редко удается 

сделать в условиях сколько-нибудь сложных вычислений. Причин 

тому много. Вот некоторые из них:

■ исходные данные для вычислений могут быть приближенными;

■ использование десятичной системы счисления приводит к воз­

никновению бесконечных десятичных дробей, которые прихо­

дится заменять конечными, отбрасывая младшие разряды;

■ все вычислительные средства (компьютеры, калькуляторы и т.п.) 

имеют ограниченную разрядную сетку для представления чисел, 

делая процедуру округления во многих случаях неизбежной;

■ поставленная задача вычисления может не требовать большой 

точности, ввиду чего проведение вычислений повышенной точ­

ности является излишне сложной процедурой (иногда — слиш­

ком дорогой, трудоемкой, требующей больших затрат времени 

и т.п.).

Приведем несколько простейших сведений, связанных с культурой 

приближенных вычислений. Прежде всего — о записи приближенных 

чисел. Вводится понятие значащих цифр в записи — это все верные 

Цифры числа, кроме нулей, стоящих впереди числа. Например, за­

пись 2,5 отличается от записи 2,50 тем, что в первом случае верны 

Две цифры, а во втором — три. В числе 0,035 две значащие цифры, 

как и в числе 52 • 10 (его нельзя записать как 520, так как это означа­

ло бы, что в нем три значащие цифры).
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На самом деле истинное значение числа может отличаться от 

указанных выше с учетом правил округления:

а) лишние цифры в младших разрядах отбрасываются, причем 

сохраняются только значащие цифры;

б) если первая отбрасываемая цифра больше 4, то последняя со­

храняемая увеличивается на 1;

в) если отбрасывается только одна цифра 5, то последняя сохра­

няемая цифра обычно берется четной.

Главная проблема в приближенных вычислениях — оценить по­

грешность результата. Различают абсолютную погрешность 

Д = |х - а\, где х — точное число, а а — его приближенное значение,

и относительную погрешность 8 = —, которую часто выражают в про­
ст

центах. Обычно эти погрешности стараются оценить, т.е. указать их 

предельные (самые большие из возможных) значения, или (ради 

упрощения оценок) числа, несколько большие их по величине.

На практике бывает важно получить ту и другую оценку, посколь­

ку они по-разному характеризуют результат приближенных вычис­

лений. Например, пусть в результате вычисления некоторой площа­

ди получена оценка Д < 2 (м2). Такие вычисления можно признать 

очень точными, если, например, речь идет о площади земельного 

участка 400 м2 (5 = 0,5%), или же довольно грубыми, если, например, 

измерялась площадь комнаты в 16 м2 (5 = 12,5%).

Для простейших операций (сложение двух приближенных чисел, 

умножение, деление и т.д.) существуют относительно простые пра­

вила оценки погрешности. Их легко найти в математических спра­

вочниках. Однако на практике их применяют не очень часто, по­

скольку современные вычисления редко сводятся к комбинациям из 

небольшого числа указанных операций и обычно производят в ав­

томатическом режиме (без проведения промежуточных округлений), 

а наиболее значимые погрешности оказываются связанными с ис­

пользованием приближенных формул или же имеют нематематиче­

скую природу (например, связаны с погрешностями первичных 

инструментальных измерений значений переменных). В целом оцен­

ка погрешности вычислений оказывается одной из самых сложных 

задач из многих разделов прикладной математики, а при решении 

таких задач приходится использовать самые мощные математические 

средства.

При проведении простейших вычислений с помощью калькуля­

тора можно рекомендовать совсем простое практическое правило: 

при выполнении арифметических операций с точностью до п верных

40



значащих цифр достаточно округлить их компоненты до (я + 1) вер­

ной значащей цифры, а в особенно сложных комбинациях таких 

вычислений — до (я + 2) верных значащих цифр.

Это правило позволяет практически оценить как точность полу­

ченных результатов вычислений при неточных исходных данных, так 

и допустимую величину предельной погрешности исходных данных 

при требуемой точности результата вычислений.

Из всего существующего разнообразия вычислительных средств 

(таблицы, графики, номограммы, счетные линейки, калькуляторы, 

компьютеры и др.) вне конкуренции оказались те, которые можно 

отнести к категории электронных вычислительных машин (ЭВМ). 

Описание методов работы на них выходит за рамки данного учебно­

го курса. Заметим, однако, что использование простейших кальку­

ляторов в чисто техническом плане не вызывает у пользователей 

больших затруднений и может быть освоено непосредственно по 

заводским инструкциям.

Мы видели, что проблема расширения числовой системы воз­

никала каждый раз в связи с тем, что некоторая операция, полезная 

с точки зрения решения определенных практических задач, не вы­

полнялась в данной системе. Оказывается, что и система рациональ­

ных чисел Q является в этом смысле неполной по отношению к не­

скольким задачам. Вот только некоторые из них.

1. В системе Q легко ввести операцию возведения числа в степень 

я, где я е N: х' = х\ х1 = х ■ х\ х* = х ■ х ■ х, ... . Но обратная операция 

(называемая извлечением корня) выполняется не всегда; как извест­

но, например, не существует рационального числа, квадрат которо­

го равен 2, т.е. во множестве Q нельзя решить уравнение л:2 = 2.

2. Для наглядного изображения системы Q часто используется 

числовая ось, т.е. прямая, на которой отмечено начало отсчета О, 
положительное направление и выбран масштаб (отмечен единичный 

отрезок). Каждому рациональному числу г соответствует единствен­

ная точка на числовой оси (рис. 11). ——

Но такое соответствие не является

СИСТЕМА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

взаимно-однозначным: образно гово- ---

Ря, точек на числовой оси больше, чем

чисел в Q. В результате оказывается, р Ис. 11

Г X
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что, располагая лишь рациональными числами, невозможно решить 

задачу измерения отрезков: длину не каждого взятого наудачу от­

резка ОА можно выразить рациональным числом (например, гипо­

тенуза равнобедренного прямоугольного треугольника с катетом, 

равным 1). Это явно не соответствует здравому смыслу.

3.Возьмем последовательность рациональных чисел, в которой 

каждое последующее число больше предыдущего: г, < г2 < ... <г„< ... 

(т.е. строго монотонно возрастающую). Пусть, кроме того, она 

ограничена, т.е. существует такое число Л/, которое больше всех 

чисел r„ (п = 1, 2, ...). Пример нескольких членов такой последова­

тельности:

3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; ... .

В качестве М  можно взять число 4. (Закон построения членов этой 

последовательности мы не указали точно, но будем считать, что в за­

висимости от п меняется только соответствующий десятичный знак 

после запятой.) Интуитивно ясно, что члены таких последователь­

ностей неограниченно приближаются к некоторому числу (иначе 

говоря, стремятся к определенному пределу, или сходятся). Однако, 

если располагать только системой Q, такое утверждение будет не­

верным. Например, последовательность, несколько членов которой 

мы выписали, могла бы сходиться к числу п, которое, как можно 

доказать, не только не является рациональным, но даже и не может 

быть представлено в виде результата операции извлечения корня из 

некоторого рационального числа.

Последнее замечание об известном читателю числе л показывает, 

в частности, что задача полноценного расширения системы Q не 

может быть решена с помощью операции, обратной возведению 

рационального числа в натуральную степень. Нужны более сложные 

конструкции. Их известно несколько, причем все они эквивалентны 

в том, что приводят к построению одной и той же системы действи­
тельных (вещественных) чисел К.

Идеи двух таких конструкций уже частично намечены в задачах 2 

и 3. Первая из них может быть формализована с помощью так на­

зываемых сечений во множестве Q, т.е. разбиений Q на два класса 

(«левый» и «правый»), суть которых — в указании «разделяющего 

числа»: если такового нет среди рациональных, то «сечение» объ­

является иррациональным числом и пополняет Q. Вторая трактует 

действительные числа как всевозможные монотонно возрастающие 

и ограниченные последовательности рациональных чисел. В виде 

вариации последней идеи можно рассматривать действительные
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числа как бесконечные десятичные дроби вида А,ахаг ..., где А е Z 

и й1, ••• — иифры (из набора 0, 1, 9). По сути, бесконечные 
десятичные дроби являются частными случаями монотонных по­

следовательностей рациональных чисел. Можно показать, что любое 

рациональное число представимо либо конечной десятичной дробью 

(ее можно превратить в бесконечную, продолжив неограниченно 

нулями; например, 0,5 = 0,5000 ...), либо бесконечной периодической 

дробью, у которой конкретный набор цифр последовательно бес­

конечно много раз повторяется (например, 1 = 0,142857142857...).

А бесконечные десятичные непериодические дроби — это ирра­

циональные числа.

Принятие любого упомянутого способа определения действитель­

ных чисел приводит к непростой задаче: для вновь введенных чисел 

необходимо определить все арифметические операции, причем так, 

что результат их выполнения в частном случае, когда числа оказыва­

ются рациональными, будет тем же самым, что и в Q. Мы не будем 

анализировать, как можно складывать или, скажем, умножать «сече­

ния», последовательности или бесконечные десятичные дроби. Нам 

важно отметить, что все это удается сделать математически безупреч­

но. На практике, оперируя иррациональными числами, всегда мож­

но ограничиться приближенными значениями для результата опера­

ции, который возникает, если оперировать рациональным прибли­

жением таких чисел. При этом может быть достигнута любая тре­

буемая точность. Например, в большинстве практических вычислений

можно считать, что -Jl » 1,414; л/3 «1,732; л «3,1416; е » 2,7183 (о за­

мечательном иррациональном числе е пойдет речь далее).

Предположим теперь, что система R построена одним из вариан­

тов расширения Q. В ней можно неограниченно извлекать корни их 

неотрицательных рациональных чисел, для нее можно находить 

пределы монотонно возрастающих и ограниченных последователь­

ностей рациональных чисел и т.д. Но выполнимы ли такие операции 

Для любых действительных чисел? Если бы ответ оказался отрица­

тельным, то это означало бы, что процедуру расширения следует 

продолжить, так как К оказалась вновь неполной по отношению 

к упомянутым операциям. И тогда возник бы неприятный вопрос: 

а существует ли конец подобным расширениям?

Но ответ оказывается положительным: система действительных 

чисел К является полной (иногда говорят — замкнутой или непре­

рывной). Этот факт можно выразить в виде теоремы, допускающей 

несколько эквивалентных формулировок. Вот одна из них.
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*i *2 *з, , . . I м Т е о р е м а .  Свойство непрерыв-

а ' х ности множества R. Для всякой 

р ис 12 монотонно возрастающей и ограни-

— _ _ _ _ _ _  ченной последовательности (х„) дей­

ствительных чисел существует пре­

дел, т.е. такое действительное число а, что разность а - х„ можно 

сделать сколь угодно малой, увеличивая значения п.

Геометрически этот факт означает, что на числовой оси найдется 

точка а, к которой точки, соответствующие членам последователь­

ности, неограниченно приближаются при возрастании номеров: 

п = I, 2, ... (рис. 12).

Здесь х„ — действительные числа; Х\ < х2 < ... <х„< ... (т.е. после­

довательность монотонно возрастает); М — число, обладающее 

свойством: для всех п = 1,2,... выполняется неравенство х„ < М  (т.е. 

последовательность ограничена сверху, заметим, что снизу она тоже 

ограничена любым числом, не превосходящим jc,).

Символически существование предела у последовательности х„ 

обозначают записью limx„ =а  (читается: «предел хп при п, стремя-
П-> оо

щемся к бесконечности, равен а»).

Свойство полноты множества К отражает интуитивное представ­

ление человека о непрерывности прямой: на ней нет «пробелов» 

между точками, т.е. «рассечение» ее в любом месте приходится на 

некоторую точку. При этом множество точек числовой оси взаимно­

однозначно соответствует множеству К (возникает изоморфизм, см. 

подразд. 1.5).

Оказывается, что именно свойство полноты (непрерывности) 

множества R позволяет ввести в рассмотрение операции дифферен­

цирования и интегрирования функций действительного переменно­

го, которые дают возможность анализировать математическими 

средствами разнообразные процессы.

З а м е ч а н и е .  Существует принципиально иной способ построе­

ния числовых систем Z, Q, R — аксиоматический. Он имеет ряд 

преимуществ, в основном теоретического характера, тем более что 

исходную систему N все равно приходится вводить на основе аксио­

матики. Однако с точки зрения прикладного использования числовых 

систем он неудобен, поскольку логика их использования в моделях 

реальных объектов и процессов оказывается глубоко скрытой за 

формальными математическими конструкциями.

В ближайших подразделах будут рассмотрены некоторые важные 

функции, определенные на множестве К (или каких-то его подмно­

жествах). Одна из таких функций заслуживает первоочередного рас-
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Р и с . 1 3

смотрения, поскольку участвует в описании многих фундаментальных 

математических понятий. Речь идет о |х| — модуле (абсолютной 

величине) действительного числа х (мы уже упоминали об аналогич­

ном понятии в связи с другими числовыми системами).

По определению

График функции у = |х| изображен на рис. 13.

Укажем некоторые свойства модуля, очевидные из определения:

Часто встречаются простейшие неравенства с модулями. О них 

уже упоминалось в связи с некоторыми квадратическими неравен­

ствами.

П р и м е р  1. Неравенство |х| < а, как ясно из определения, экви­

валентно двойному неравенству -а < х < а  (рис. 14, а).
Здесь а  > 0. Аналогично, неравенство |х| < а  эквивалентно нера­

венству -а < х < а.

х, если х > 0;

| х Ы  0, если х = 0; 

-х, еслих<0

|х| > 0, —|хI < X < |х|, \х-у\ = |х| • |у|,

-  \х + у\ < |х| + \у\.
У Ы ’

W - а

- а  0 а 
х<~а

б
-а 0 а х х

х>а
а

Рис. 14
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Рис. 15
*о-е *о ло+е х  — — — — — — —— —

П р и м е р  2. Множество решений неравенства |х| > а  является 

суммой множеств, заданных решениями неравенств jc > а  и х < -а 

(рис. 14, б), так как это дополнительное (до К) множество к сово­

купности решений неравенства [х| < а.

Аналогично |х| > а  при х > а  или х < -а (а > 0).

Из подмножеств множества R, на которых часто определяются 

функции действительного переменного, следует указать прежде все­

го промежутки, разновидностями которых являются:

■ отрезок [а, b] — множество х, удовлетворяющих неравенству 

а<х<Ь\

■ интервал (а, Ь) — множество х, удовлетворяющих неравенству 

а <х<Ь\

■ полуинтервалы (а, b] или [а, Ь) соответственно: а < х < b или 

а<х<Ь\

■ лучи [а, со) или (-оо, а] — соответственно х > а или х<а\

■ вся числовая прямая (-оо, оо) — множество всех* е  R.

Как ясно из предыдущего, промежутки часто задаются неравен­

ствами с модулем. Специального внимания заслуживают интервалы 

вида (х - х0| < в , т. е. -е < х  - х0 < е или х0-е<лг<х0 + е (рис. 15).

Их называют г-окрестностями точки х0. Число е > 0 может быть 

любым, но чаще всего его считают малым, поскольку многие свойства 

функций, определенных в окрестности некоторой точки д:0, прояв­

ляются только вблизи точки Хц. Вообще окрестностью данной точ­

ки а называют любой интервал, содержащий а, и, например, ее 

6-окрестность — это частный случай окрестности, в пределах которой 

произвольная точка х может отличаться от а не более чем на 5: 

\х - а\ < 6.

M i l !  СИСТЕМА КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

Как было показано, система действительных чисел R оказывается 

множеством, наделенным чрезвычайно богатой структурой: опреде­

лен весь спектр алгебраических операций; задана структура порядка, 

позволяющая сравнить между собой любые два числа; выполняется 

свойство полноты (не имеющее места в Q), позволяющее рассматри­
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вать предельные переходы. По сравнению с другими множествами, 

к о т о р ы м и  оперирует математика, это богатство уникально. Поэтому 

именно отображения различных множеств в R являются важнейшим 

средством математического моделирования.

И все же R — это не конечный этап развития теории числовых 

систем. Обратим внимание на тот факт, что в R невозможно извлекать 

квадратные корни из отрицательных чисел. В принципе это еше не 

основание для того, чтобы ставить вопрос о расширении R, посколь­

ку главный смысл любого расширения — это возможность решать 

некоторые новые важные практические задачи, а не формально­

логические упражнения. Однако оказалось, что если ввести в рас­

смотрение особое число / (не являющееся действительным числом 

и называемое мнимой единицей), заданное равенством /2 = -1, а за­

тем рассмотреть всевозможные комбинации вида х + /у, где х и у — 

любые действительные числа, то возникает весьма полезная в прак­

тических приложениях числовая система С, называемая системой 

комплексных чисел.
В комбинации z = х + iy число х называется действительной 

частью комплексного числа z, а у — мнимой частью z.
Поскольку при у = 0 комбинация z = х + iy превращается в дей­

ствительное число х, операции с комплексными числами z должны 

быть определены так, чтобы не возникало противоречия со структу­

рой в R. Это соблюдается, если положить для Z\ = х, + /у, иг3= х2+ iy2, 

по определению:

■ Z\ + Z2 =  (х ,  +  /> ,)  +  ( х 2 +  iy2) =  (х , +  х2) +  /(у, +  у 2);
■ г ,  • г 2 =  (х ,  +  / у , ) ( х 2 +  iy2) =  ( х ,х 2- у , у 2) +  i '( x ,y 2 + Х гУ ,)

(легко видеть, что закон умножения напоминает обычное алгебраи­

ческое произведение двучленов с учетом равенства /2 = -1).

Заметим, что вполне можно обойтись и без всякой «мнимости» 

при определении комплексных чисел. Ведь речь идет просто об упо­

рядоченных парах действительных чисел (х, у), причем паре вида 

(х, 0) соответствует действительное число х. А операции сложения 

и умножения с такими парами легко ввести по правилам, соответ­

ствующим приведенным ранее равенствам:

( х , ,  у,) + ( х 2, у2) = (х ,  + х 2, у, + у2);

( х „  У | ) ( х 2, у2) = ( х , х 2 - у, у2, X, у2 + х 2 у,).

Еще один вариант — считать комплексным числом любую точку 

координатной плоскости, у которой Ох — действительная ось, a Oyj— 

мнимая, или вектор, определенный направленным отрезком 0z-
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Тогда правило сложения комплекс­

ных чисел соответствует правилу 

сложения векторов (правилу парал­

лелограмма) (рис. 16). Векторы будут 

рассмотрены в гл. 5.

Каждое комплексное число z * О 

можно характеризовать его модулем:

| z |= yjx2 + у 2 (расстоянием от точки

О до точки z) и аргументом ср, т.е. 

углом между вектором 0->z и дей­

ствительной осью (рис. 17). При z = О 

аргумент не определяется, а |г| = 0. 

“ “ — — — — — —  Если допускать к рассмотрению

значения ф, удовлетворяющие неравенству -л < ф < л, то речь идет

о главном значении аргумента, который обозначается argz- Добавле­

ние к аргументу любого слагаемого вида 2кп, к = 0, ±1, ±2, ±3, ..., не 

влияет на положение точки z• Поэтому в связи с данным ком­

плексным числом z иногда рассматривают Argz = arg г + 2£л (к = 0, 

±1, ±2, ±3, ...).

Например, если г = 1, то |1| = 1, arg 1 = 0; 

если z = /, то |/| = 1, arg' = ~; 

если г = -1, то |-1| = 1, arg(-l) = я;

если z=  1 + то |1 + /| = ->/2, arg(l + /) = —;
4

если z = -1- /, то |-1 -/| = Т2, arg(-l -/) = -— .
4

Используя понятие модуля, аргумента и очевидные равенства 

— — — — х = |^|-совф и у = |̂| - sinф, комплекс­

ное число можно записать в триго­

нометрической форме: z = |^|(cosф + 

+ / sinф), которая оказывается осо ­

бенно удобной при перемножении 

чисел. Как легко показать, используя 

свойства тригонометрических функ­

ций, при умножении двух чисел Z\ 

и Zi их модули перемножаются, а ар­

гументы складываются, т.е.

1̂1 ' ф| - Ull ' \Z21 

arg(z, • Z2) = argz\ + arg z2-
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О п ерац ии  вычитания и деления комплексны х чисел м ож н о 

определить как обратные к сложению и умножению. Практически 

д е л е н и е  можно выполнить, например, так:

£,_ _ *!+<>! (*1 +/>l)(*2~/>2) . (xlX2+yly1) + i(X,yi-X]y2)

z2 х 2 +‘У2 (x2+iy2)(x2-iy2) x]+yl

(мы умножили числитель и знаменатель дроби на число z2 = х 2 - iy2, 
сопряженное к z2, имея в виду, что таким способом вычисление

I 12чупрощается, поскольку Z2 -Z2 =\Z2\ ).

Важно, однако, заметить, что, расширяя систему К до С, мы не 

только обретаем новые возможности для операций с числами, но и 

утрачиваем кое-что важное: система комплексных чисел С не об­
ладает структурой порядка. Например, вопрос о том, какое из 

чисел i или 1 + i больше, не имеет смысла. А вот их модули сравнить 

можно: |/ + 11 > |/|.

Полезность введения комплексных чисел и соответствующих 

функций во всей полноте выясняется при рассмотрении достаточно 

сложных математических теорий и прикладных построений. Мы 

ограничимся пока указанием на простейший факт: во множестве С 

любое квадратное уравнение ах2 + Ьх + с = 0 имеет решение.

В самом деле, если дискриминант такого уравнения D = Ь2 - 4ас 
положителен (D > 0), то квадратное уравнение имеет два действи­

тельных решения:

-b + jD  -b-yfD 
х, = ------ ; х 2= ------ .

1 2а 2 а

При D = 0 оба корня совпадают: j c , = х2 (иногда говорят, что есть 

один действительный кратный корень).

При D < 0 действительных корней нет, но есть два комплексных 

корня:

-b + iyl\D\' -b-iyJ\D\
X] — . X'j —

1 2а 2 а



Г Л А В А  3

ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ

ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Среди всевозможных функций, которые рассматриваются в мате­

матике, важнейшую роль играют числовые функции действительно­

го переменного, т.е. функции, определенные на некоторых множе­

ствах действительных чисел и имеющие значения, принадлежащие 

М. Для их исследования удается построить весьма эффективный 

аппарат, первоисточником которого является операция предельного 

перехода, которую удается ввести благодаря наличию свойства не­

прерывности R. Рассмотрение этой операции начнем с частного 

случая указанных функций — числовых последовательностей.

Пусть задана числовая последовательность (хп),п = 1, 2, .... Гео­

метрически ей соответствует множество точек на числовой оси.

Будем неограниченно увеличивать номера членов последователь­

ности, т.е. выбирать значения п, ббльшие любого наперед заданно­

го числа N  (для простоты его также можно считать натуральным), 

т.е. для любого фиксированного номера Добудем выбирать значения 

п, которые подчинены единственному условию: п> N. Любой вари­

ант реализации такого процесса выбора будем символически обо­

значать: п -> со.

Рассмотрим теперь, как изменяются значения х„ при п -» оо. Воз­

можен случай, когда значения х„ неограниченно приближаются к не­

которому числу а, т.е. какую бы малую окрестность числа а мы ни 

взяли, все значения х„ окажутся в этой окрестности для всех доста­

точно больших номеров п. В этом случае говорят, что последователь­

ность х„ имеет своим пределом число а (или, что то же, сходится 
к а), и записывают: lim лс„ =а  или хп -» а при п -» оо.

3.1.
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Мы видели, что для некоторых последовательностей предел га­

рантированно существует. Во всяком случае, для монотонно возрас­

тающих и одновременно ограниченных — это свойство непрерыв­

ности К.
Ясно, что аналогичным свойством обладает и монотонно убы­

вающая ограниченная последовательность (умножив все ее члены на 

(_ 1), мы превратим ее в возрастающую, и становится понятным, что 

если у последней предел а, то у исходной последовательности он 

будет равен (-а)). Но для произвольной последовательности вопрос

о существовании предела является открытым. Обычно, рассматривая 

последовательность, его задают в первую очередь.

П р и м е р  1. Последовательность 1, 4, 9, 16, ..., т.е. (л2), где 

п = 1, 2, ..., предела не имеет, так как какое бы конкретное число 

а мы ни указали, члены последовательности, начиная с некоторого 

номера, превзойдут число а и при дальнейшем увеличении номеров 

п будут неограниченно удаляться от а, возрастая по величине. В по­

добных случаях говорят, что последовательность является бесконеч­

но большой, или что предел ее равен оо. В данном случае допускает­

ся запись: lim/72 = о о .
П -»оо

П р и м е р  2. Последовательность -1, 1, -1, 1, ..., т.е. (-1)", где 

/7=1,2,  ..., тоже не имеет предела, так как, распоряжаясь лишь ве­

личиной номеров п, ее члены невозможно уместить в фиксированном 

интервале, если длина его меньше 2.

П р и м е р  3. Последовательность

пределом число 0, т.е. l im !  = 0. Действительно, зададим произволь-
п—>°о и

ную s-окрестность точки х = 0, т.е. интервал (-£, s). Ясно, что всегда

можно выбрать такой большой номер N, что 1< е . Но тогда и для
п

всех номеров, удовлетворяющих условию п > N, будет выполняться

неравенство 0 < — < е, поскольку с возрастанием номеров члены этой 
п

последовательности убывают. Значит, при п > N  все они окажутся

в выбранной s-окрестности.

Случай, когда последовательность имеет предел, равный нулю,

обычно выделяют как особый и говорят, что это бесконечно малая

последовательность.

П р и м е р  4. Рассмотрим последовательность —— , п = 1, 2, ... .
п +1

Заметим, что —— -̂ = 1— — , и, поскольку lim —^- = 0, делаем вывод: 
П +1 П +1 п +1

— I, где п = 1, 2, ..., имеет
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lim ——- = 1. На этом примере нетрудно заметить общую закономер-
„->00 п +1

ность: если последовательность имеет пределом число а, то она 

отличается от  а на бесконечно малую величину. Верно и обратное 

утверждение.

С формальной математической точки зрения приведенное выше 

определение предела последовательности еше не вполне строгое, 

поскольку слова типа «неограниченно увеличиваем п» или «члены 

последовательности приближаются ...» привносят некий физический 

смысл в чисто математические конструкции. Конечно, он не повре­

дит тому, кто заинтересован в первую очередь в их практических 

приложениях, тем более что поможет в понимании смысла и более 

точной формулировки.

О п р е д е л е н и е .  Число а называется пределом последователь­

ности хп, п = 1, 2, ... (запись: limx„ =а), если для любого е > 0 най-
П—>00

дется такой номер N, что для всех номеров п > N  выполняется не­

равенство \хп - а \ < е.

Геометрический смысл формулировки: все точки последователь­

ности, сходящейся к а, оказываются в любой наперед заданной 

е-окрестности точки а, если их номера больше определенного номе­

ра N, выбор которого зависит от е (рис. 18).

При вычислении пределов могут помочь их арифметические свой­

ства. Пусть для последовательностей х„ и у„ существуют пределы 

limx,, =а  и limy„ =b. Тогда существуют пределы для суммы (раз-
Я - > о о  Л7—»ос

ности), произведения и частного этих последовательностей, и спра­

ведливы равенства:

■ lim(x„ ±уп) = а±Ь\
П -> о о

■ lim (xnyn) = ab\
П—>оо

■ lim —  = — (если Ь*0).
П~>9°У„ b

Справедливость этого утверждения легко усмотреть из интуитив­

ных соображений (ясно, например, что если хп и у„ будут отличаться 

сколь угодно мало, соответственно от а и Ь, то это же верно и для 

произведения х„у„ по отношению к числу ab). Строгое доказательство



вЬ1текает из определения предела. Например, рассмотрим случай

суммы:

\(х„ + у„) - (а + Ь) | = \(х„ -а) + (уп - £)| <\хп-а\ + \уп- Ь\.

Для произвольного s > 0 неравенство \ хп -а  |<-| можно гаранти­

ровать, взяв я > TV, (в силу условия lim xn = а). Аналогично | >>„ -Ь |<-|

при п > М2. Поэтому, взяв п > Nh где — наибольшее из чисел N\ 

и yv2, получим

1(х„ + уп) - (а + 6)| < е.

Однако воспользоваться арифметическими свойствами пределов 

удается далеко не всегда. Может случиться, что нет предела у одной 

или даже обеих последовательностей хп и уп, но для их арифметиче­

ской операции предел существует. Например, вполне возможно, что 

при lim xn = 0 0  и lim у„ = 0 найдется предел lim (хпу„), как, например,
/7—>00 П —>00 п —>оо

2 г 3при х„ = п1 + 1 и у„ = —  имеем
п1

lim !(л2 + l)- l] = lim Г 3 +-1-1 = 3.
я-»оо( п 1 )

Аналогично может существовать (или не существовать) предел

отношения двух бесконечно малых последовательностей (в этом

случае применять арифметические свойства пределов не позволяет

ограничение b ф 0). Это видно на следующих примерах: последова-

1 (-1)" 1 
тельности х„= — ,у„  =-— — , z„ = --- бесконечно малые при п -» оо

п п п + \
X V

и lim —  = 1, но lim —  не существует.
«->=0 Zn хп

Во всех подобных случаях говорят о неопределенностях, которые 

стремятся раскрыть, т.е. вычислить соответствующие пределы, если 

они существуют, или доказать их «несуществование». Есть несколь­

ко основных типов таких неопределенностей, которые символически

обозначают: ^ '° °^ ’ (°°-00)’ ^°°)> (°°0)- Такие записи

не имеют арифметического смысла и, конечно, не обозначают какие- 

то числа. В них указано лишь предельное поведение соответствующих 

компонентов действий с функциями, что тоже важно, поскольку для 

неопределенностей разных типов существуют различные приемы их 

Раскрытия. Например, если в числителе и знаменателе дроби стоят
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многочлены относительно п, то при вычислении ее предела при 

п —> да полезно поделить числитель и знаменатель на старшую степень 

п, присутствующую в многочленах:

lim ~ +1 = lim ^ =
П-> ос 1 —  / 7  Л -> о о  1 j

пъ
Приведем еще один важный пример, связанный с неопределен­

ностью типа (1°°):

lim Г1 +—V .
Л п)п—>со\

J \ л+1
Вначале рассмотрим последовательность хп =^1 + —J , п = 1, 2,

3, ... . Она монотонно убывающая, так как каждый следующий ее 

член меньше предыдущего: хп <х„_\ для п = 2, 3, ... . Действительно, 

рассмотрим

м— I
1+- 1

П- 1

]+ i V +l («- i)"(«+ i)n+1

п

2 Ля+| л f 1 N"+I 1п I п- 1 ( j l ) п — \

п -1) п \ п2-1

Теперь замечаем, что при у > 0 и натуральном т  (1 +у)ш > 1 + ту 

(если (1 + у) умножить на себя т  раз, то кроме слагаемых 1 + ту 

в произведении будут еще положительные слагаемые).

1 X
Поэтому, взяв т  = п + 1 и у = ——- для дроби ——  получим не-

п1 -1

равенство

XIL± > 1 +(/? + 1) 1
л 2 - 1

п-\ .
= 1, т.е.х„_, > хп

п

Поскольку все х„ положительны, последовательность (х„) ограни­

чена: снизу, например, нулем, а сверху — числом х, = 22 = 4. Значит, 

ее предел существует — это некоторое число, лежащее на интервале 

(О, 4). Оказалось, что это число иррациональное, его обозначили 

буквой е. Приближенные вычисления, которые можно выполнить, 

подсчитывая хп для достаточно больших п, показали, что е * 2,71828.

Учитывая, что lim [ 1 + — ) = 1 и

54



окончательно получаем

lim Г1 +—Т  -е.
Л->оо ̂  п J

Оказалось, что число е обладает многими замечательными свой­

ствами, которые будут рассмотрены далее. Поэтому и указанный 

предел иногда называют замечательным.

| ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ

Пусть функция у = /(х) определена в окрестности точки х0. Рас­

сматривая ее значения для л:, принадлежащих 5-окрестности этой 

точки (т.е. |х - х0| < 8 или х0 - 8 < х < х0 + 8), можно следить за тем, 

как они изменяются, если 5 неограниченно уменьшается и, значит, 

х неограниченно приближается к х0. Возможно, что при этом Дх) 

неограниченно приближается к некоторому числу Л. В таких случа­

ях говорят, чтоДх) имеет предел, равный А, при х —> х0, и записы­

вают: lim f(x ) = A.
х-*х0

Точная математическая формулировка такова.

Опр е де ле ние .  Число А называется пределом функции Дх) при

х, стремящемся к х0 ( lim f(x ) = A), если для любого числа е > 0 су­
де-»х0

Шествует число 8 > 0, такое, что для всех х (кроме, возможно, х  = х0) 

из условия |х — х0| < 5 следует |/(х) - А\ < е.
Смысл определения: все значения функции Дх) оказываются 

в любой, наперед заданной е-окрестности точки А, если значения 

х берутся из достаточно малой 8-окрестности точки х0, выбор к о т о ­

р о й  зависит от е. Или, другими словами, можно гарантировать любую 

близость значений функции Дх) к числу А, если ограничиваться рас­

смотрением только значений х, достаточно близких кх0.

Сама точка х0 при этом исключается из рассмотрения — это важ­

ное условие, позволяющее исследовать предельное поведение функ­

ции при х —> х0 даже в тех случаях, когда функция не определена 

в * 0.
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Геометрический смысл равенства lim f(x ) = A поясняет рис. 19:
х->х0

график функции оказывается в любой сколь угодно узкой г-полосе 

прямой у = А, если х близко к х0.

Вместо записи lim f(x ) = А иногда пишут: Дх) -> А при х -» х0.
Х - > Х 0

П р и м е р  1. Рассмотрим lim x2. Из свойств чисел ясно, что если
х—>2

х приближается к 2, то х2 приближается к 4, т.е. указанный предел 

существует и равен 4. Но для строго формального доказательства 

следует убедиться, что неравенство |х2- 41 < е будет гарантировано 

для всех х из некоторой 5-окрестности точки х0 за счет малости 8.

Имеем: |х2- 4| = |х - 21-|х + 2| < 8|х + 2\, если брать |х — 21 < 8. 

Поскольку выбор 8 > 0 в нашем распоряжении, договоримся в любом 

случае выбирать 8 < 1. Тогда |х + 2| < 5, так как 2 - 8 < х < 2  + 8, и,

значит, |х2- 4| < 58. Ясно, что, выбирая § < “ > мы гарантируем тре­

буемое неравенство: |х2 — 41 < е.

х 2 -1
П р и м е р  2. Функция у  = ----  определена для всех х ф 1. Но

х  — 1

х 2 -1
lim---- рассматривать можно, поскольку предельная точка из рас-

х  — 1
смотрения исключается. Если х ф 1, то дробь у  можно сократить на 

(х - 1), т.е. рассматриваемый предел будет совпадать с lim(x + l) = 2.
jc- И

П р и м е р  3. Первый вопрос, который возникает при рассмотре­

нии предела функции, — существует ли он?

I X |
Рассмотрим, например, lim— . Указанная функция определена

*->0 X

при х * 0, что не является препятствием для рассмотрения предела.

Если брать только х > 0, то |х| = х и указанная дробь равна 1. Но если

I % I —У" ^
х < 0, то —  = —  = -1. Поэтому в любой сколь угодно малой окрест- 

х х
ности точки х = 0 найдутся значения аргумента, равные 1 и равные
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j т . е .  за счет малости окрестности jc = 0 невозможно добиться не­

ограниченного приближения данной функции к определенному 

числу- Вывод: указанный предел не существует.

рассмотрение этого предела наводит на мысль о возможном обоб­

щении понятия предела: если рассматривать только половины 

5 -окрестности предельной точки (левую и правую), то пределы ока­

зались бы существующими. Такие пределы называют левосторонним 

и правосторонним и обозначают, соответственно, символами 

lim f(x ) = A и lim f(x ) = В. Односторонние пределы могут ока-
х-*хо-0 х->х„+0
заться существующими даже в случае, когда предел функции в точке 

не существует.
Iх I 1x1

В нашем примере lim—  не существует, но lim -—- = -1 и
* - > 0  X  JC

|1 т У  = 1.
х->+0 X

Понятно, что к данной точке д:0 можно приближаться и другими 

способами, например по некоторой последовательности точек jc„ - » x 0. 

Тогда возникает соответствующая последовательность точек (Дх„)), 

у которой может существовать (или не существовать) предел. Если 

lim f(x ) = A существует в описанном выше смысле, то для любой
х->х0

последовательности точек х„ -> jc0 выполняется J[xn) —> А. Но если, 

например, оказалось, что для двух различных последовательностей 

х„ + х 0 и ^ - > х 0 выполняются/(х„) -» А и f(x'„)-> В, где А ф В, то 

lim /(х)заведомо не существует, поскольку предел обладает свой-
X~*X(j

ством единственности: если он существует, то только один. Это 

свойство очевидно из определения предела, поскольку для двух раз­

личных чисел А и В можно выбрать непересекающиеся е-окрестности, 

и поэтому значения однозначной функции/(х) не могут оказаться 

в них одновременно, что должно было бы произойти для х, доста­

точно близких к jc0, если бы оба числа Aw В были пределами/(х) при 

*- > х0.

По аналогии с определением предела последовательности можно 

Рассматривать и пределы функции на бесконечности, различая слу­

чаи +со и - с о :  lim f(x ) = A\ lim f(x ) = B\ lim f(x ) = C.
X  — >oo JC— >+00 X - > - 0 0

Символ оо обычно отождествляют с (+ о о ) или, если это не приводит 

к противоречию, как объединенный знак для +оо. Для таких пределов 

нахождение значений функции в любой s-окрестности данной точки 

гарантируется за счет выбора достаточно больших по модулю значе- 

ний х, т. е. для всех х  >  М  (в случае предела при jc  -> + о о ) или х  <  -М 
(Л/ > 0) _  ПрИ х _00
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Рис. 20

Геометрически равенство lim / (х )  = А означает, что график функ-
Х -> о о

ции у = fix) оказывается в любой сколь угодно узкой е-полосе прямой 

у = А, если рассматривать достаточно большие значения х (рис. 20). 

В таких случаях говорят, что графику =fix) асимптотически при-1 

ближается к прямой у =  А при х —> оо.

Среди всевозможных случаев, когда предел функции не существу-1 

ет, выделяют случай бесконечно больших функций. Это функции, 

значения которых, взятые по модулю, оказываются больше любого, 

наперед заданного числа при jc  -» х0 (или х -> ± о о ).  Для обозначения 

этих случаев используются символы ±оо.

Например, запись lim / (х )  = - о о  означает, что для любого М > О
х-*х0

существует 5 > 0, такое, что для всех х * jc0 при условии |х - лс0| < 5 

будет выполняться неравенство fix) < -М  (рис. 21).

Среди всевозможных функций, имеющих в данной точке х0! 

определенный предел, выделяют бесконечно малые (при jc  — > jc0)  | 

функции. Это функции, обладающие свойством lim /(лс) = 0.
Х - * Х 0

Аналогично при lim /(x ) = 0 функция/(х) называется бесконечно
X —>00

малой при х -> оо. Легко видеть, чтоДх) — бесконечно большая

1
функция при х -» х0, если (и только если) — бесконечно малая

f ix )  
при X -» х0.

При вычислении пределов 

функций могут использоваться 

их арифметические свойства, со- j 

вершенно аналогичные тем, что | 

перечислялись для пределов по- | 

следовательностей. Но наиболь- I

Рис. 21
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ШИЙ интерес представляют неопределенности уже известных чита- 

телю типов: (О со)ит.д.

ШЯЯ АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ФУНКЦИЙ

Из предыдущего материала легко усмотреть, что понятие предела 

функции полезно использовать при исследовании ее поведения при 

приближении к некоторой фиксированной точке или на бесконеч­

ности.
Если, например, обнаруживается, что функция у =/[х) оказыва­

ется бесконечно большой при х -> х0 (или при одностороннем при­

ближении jc  —» х0 + 0; х -> х0 - 0), то этот факт весьма существенно 

характеризует ее поведение вблизи х0. На рис. 22—24 изображены 

некоторые типичные случаи.

Во всех подобных случаях говорят, что вертикальная прямая 

х = х0 является вертикальной асимптотой  графика функции 

У = Л*).
О п р е д е л е н и е .  Некоторая прямая называется асимптотой 

графика функции, если расстояние между точкой Р  этого графика 

и данной прямой стремится к нулю при неограниченном удалении 

точки Р  по плоскости от начала координат.

Мы видели, что возможно существование и горизонтальных асим­

птот, уравнение которых у = А. Такие асимптоты возможны, если 

существует хотя бы один из пределов lim / (х )  = А или lim / (х) = А ,
а:—>+оо х—>—оо

причем асимптоты при х -> +со их-> -со могут быть разными.

рис. 22
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Наконец, асимптотой может оказаться наклонная прямая, урав­

нение которой у = кх + Ь. Поскольку вычисленная для одних и тех 

же значений х разность значений у для точек прямой и графика 

У = Ах) должна стремиться к нулю при х -> °° (по определению 

асимптоты), имеем: lim[/(x)-(A:x + 6)] = 0. Если выражение в ква-
ДГ—>00

дратных скобках поделить на х, то предел тем более будет равен

нулю, т.е. lim = 0 или учитывая, что lim —= 0, делаем
*->°° х

вывод, что если наклонная асимптота существует, то ее угловой ко­

эффициент можно найти по формуле

* = lim ^ 2 .
*->® X

Затем легко найти и свободный член Ь\ 

b= lim[/(x)-/:x].
X—>оо

Заметим, что при исследовании поведения функции при х -> х0 

или х - >  оо вовсе не обязательно сравнивать ее график с некоторой 

прямой: сравнение легко можно производить с любой известной
, 1

кривой. Например, поведение функции у = х  +— вблизи точки
х

х = 0 определяется членом —; х = 0 — вертикальная асимптота ее
х

графика, который напоминает график обратно пропорциональной

зависимости у =—. Однако при больших |х| главным оказывается 
х

Рис. 24 Рис. 25



qneH x2’ т,е’ гРаФик Данн°й функции при больших х напоминает 

параболу у = х2 тем более, чем больше \х\ (рис. 25).

В | НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ОСНОВНЫЕ 
“  СВОЙСТВА

Пусть функция у =Дх) определена в окрестности точки х0 и у нее 

существует предел при х —> х0 .Возникает вопрос: как он связан со 

значением функции в этой точке, т.е. су  =Дх0)? Если, образно говоря, 

поведение функции при х -»х0 «хорошее», то lim / (х )  = / ( х 0). Функ-
X~*XQ

ция, обладающая этим свойством, называется непрерывной в точке 

х0. Если функция непрерывна в каждой точке некоторого множества 

точек, то она называется непрерывной на этом множестве (напри­

мер, на отрезке [а, Ь\).
График непрерывной на [а , b] функции представляет собой линию, 

о непрерывности которой можно говорить практически в том же 

смысле, как мы говорим о непрерывности числовой прямой: на гра­

фике не возникает «пробелов», связанных с тем, что не находится 

точки, которая соответствовала бы результату предельного перехода 

для значений функции при х -» х0.

Естественно, что необходимым условием непрерывности функции 

в точке х0 является само существование предела lim f(x ). Вообще,
*-> *о

если для функции/^), определенной в окрестности точки х0, равен­

ство lim f  (х) = / ( х 0) нарушено (или не имеет смысла, когда, напри-
X - > X q

мер, указанный предел не существует), то говорят, что/(х) имеет 

в точке х0 разрыв.
Рассмотрим некоторые полезные перефразировки определения 

непрерывности функции. Обозначим символами Ах = х  - х0 при­

ращение аргумента, а Ду = у - у0 =Дх) - Дх0) =Дх0 + Ах) - Дх0) — 

пРиращение функции. Тогда функция у =Дх) непрерывна в точке х0, 

если Urn Ау = 0, т.е. Ду 0 при Дх -> 0, или приращение функции
Л*-»0

в Данной точке является бесконечно малой величиной при Дх 0.

Возьмем для примера функцию у = х2. Ясно, что в любой фикси­

рованной точке х верно равенство

Ду = (х + Дх)2 - х2 = Дх(2х + Дх),

Из которого очевидно, что при Дх -> 0 и Ду -> 0. Значит, эта функция 

является непрерывной на всей числовой прямой.
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Из аналогичных соображений легко усмотреть, что для любог^ 

натурального п функция у = х" непрерывна на R. Тождественно по 

стоянная функция у = с тоже непрерывна, поскольку для нее Ay = (J 

при любом Дх.

Рассмотрим простейшие свойства непрерывных функций.

1. Обратим вначале внимание на то, что основное равенство, 

характеризующее непрерывные функции lim / (х )  = / ( х 0), можно
X ~ > X q

переписать в виде

lim / (х )  = / ( lim х)
дг->дг0 х->х0

и истолковать так: переход к пределу для непрерывной функции 

возможен под ее знаком.

На практике это свойство очень полезно применять при вычисле­

нии пределов непрерывных функций: в формулу, задающую функцию, 

достаточно подставить предельное значение аргумента. Например,

х 2+3х _  1 + 3 

‘ х 3 + 1 “ 1 + 1
= 2 .

2. Вспомним далее об арифметических свойствах пределов, из 

которых в данном случае вытекает непрерывность суммы, разности, 

произведения и частного двух непрерывных функций (если знаме­

натель не обращается в нуль). Примером использования этого свой­

ства может служить вывод о том, что любой многочлен у = а^х"

+ й,х"_| + ... + а„ является непрерывной функцией для всехх.

3. Пусть функция у =Дх) определена на некотором промежутке 

Тогда, приняв на нем два различных значения А < В, она будет при­

нимать и все промежуточные значения, т.е. для любого С, располо­

женного между А и В, найдется точка с такая, что/(с) = С.

Не приводя доказательства этого утверждения из-за технических 

сложностей, укажем лишь на его интуитивную очевидность, связан­

ную с тем, что в данном случае непрерывная функция — это ото­

бражение непрерывного множества (промежутка) и по своему ис­

ходному определению (lim  / (х )  = /(х „ )) не может нарушить этой

непрерывности (описательно говоря, создать «пробелы», «разрывы» 

в образе исходного промежутка). Значит, образом промежутка при 

непрерывном отображении снова оказывается промежуток.

Если, в частности, непрерывная функция на промежутке принима 

отрицательные и положительные значения, то она хотя бы один раз 

обращается в нуль. Рассмотрим, например, кубическое уравнение

аох3 + ajx2 + а-рс + а 3 = 0 (а0 > 0).
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Его левая часть — функция, непрерывная на R, причем для боль­

ших значений х > О она заведомо положительна, поскольку при х -» ±°° 

гпавным членом, определяющим знак многочлена, оказывается а о*3, 

диалогично для больших по модулю значений х < 0 левая часть от­

рицательна. Значит, можно сделать вывод о том, что кубическое 

уравнение всегда имеет хотя бы один действительный корень. Но, 

возможно, что у него есть и более, а именно три, действительных 

корня.
Пусть функция у = fix) определена и непрерывна на некотором 

промежутке X, а множество ее значений — промежуток У. Есть ли 

у нее обратная функция х = /"'(у)?

Ответ в общем случае отрицательный, поскольку для произволь­

ного у е Y может существовать более одного прообраза х е X  при 

отображении у =fix).

Однако можно добавить дополнительные условия, гарантирующие 

единственность прообраза. Простейший вариант — случай, когда 

функция у = Дх) строго монотонно возрастает , т.е. для любой 

пары значений аргумента X) < х 2 верно неравенство Дх,) <Дх 2).

В самом деле, если теперь предположить от противного, что у фик­

сированного значения у е Кесть два прообразах, < х2, то возникает 

противоречие для их образов, так как невозможно одновременное 

выполнение условий:,Дх|) <fix2) и У =А*\) =ЛХ2)-
Значит, существование однозначной обратной функции х =f~'(y) 

гарантировано. Более того, можно утверждать, что эта функция тоже 

строго монотонно возрастающая (если бы для какой-нибудь пары 

У] < у2 оказалось х, > х2, где х, = / “'CVi) и х2 = f~'(y2), то это противо­

речило бы строго монотонному возрастанию функции у = fix): из 

* 1  ^ х2 должно следовать у\ > у2, что несовместимо с условием у\ < у2) 

и непрерывна на Y. В самом деле, непрерывность функции х = / “'(>’) 

означает: для любой е-окрестности точки х0 найдется такая окрест­

ность точки у0, которая отображается функцией / _| в указанную 

s-окрестность. Но такую окрестность точки у0 легко указать — это, 

например, промежуток — образ заданной s-окрестности при ото­

бражении ее функцией у =Дх).

Совершенно аналогичные рассуждения можно провести в пред­

положение строго монотонного убывания функции у =Дх).

Итак, справедлива следующая теорема о существовании и свой­

ствах обратной функции.

Т е оре м а . Если функция у =Дх) определена, непрерывна и стро- 

г° монотонно возрастает (убывает) на промежутке X, то на соответ­

ствующем промежутке Y (множестве значений Дх)) существует об­
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ратная функция х = f~\y), строго 

монотонно возрастающая (убываю­

щая) и непрерывная.

Предположим теперь, что функ­

ция у =Лх) определена и непрерыв­

на в окрестности точки х0, исключая 

саму точку лг0, в которой имеет раз- 

рыв. Тогда при исследовании ее 

свойств и вида графика важно рас­

смотреть ее поведение при х —» х0, 

в частности односторонние пределы при х —> х0 + 0 и х —> х0- 0. Если 

таковые существуют, то говорят, что это разрыв I  рода, или скачок.

Примером может служить функция у = sgn(x), указывающая знак 

числа х:

1, еслих>0; 

y = sgnx = 4 0, еслих = 0;

-1, еслихсО.

График этой функции представлен на рис. 26.

Все остальные разрывы называют разрывами I I  рода.

Простейшим примером является функция у = —, рассмотренная
х

в окрестности точки х = 0.

В большинстве приложений математики приходится иметь дело ] 

с непрерывными функциями или функциями, для которых непре­

рывность нарушается всего лишь в нескольких точках. Однако с чи- 1 
сто математических позиций непрерывные функции представляют 

собой довольно узкий класс во множестве всевозможных функций 

действительного переменного. Приведем в этой связи пример функ­

ции Дирихле, определенной на К и разрывной в каждой точке:

1, еслих — рациональное число;

10, еслих — иррациональное число.
D(x) =

Пусть х0 — произвольная точка. Предел функции D(x) в ней не 

существует, поскольку всегда можно выбрать две последовательности 

точек (гп) -» х0 и (а„) -> х0, где г„ — рациональные числа, а а  „ — ир­
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рациональные, и тогда lim /)(/•„)_] и limZ)(a„) = 0 (напомним, что 

если предел существует, то только один)!*

функция />(*), образно говоря, «отмечает» рациональные точки 

среди всех точек числовой оси. Аналогичные функции можно рас­

сматривать для любого произвольно взятого числового множества.

рассмотренные понятия предела и непрерывности функции 

в точке имеют смысл и для функций нескольких переменных, по­

скольку эти функции определены для множества точек пространства, 

в котором имеет смысл понятие окрестности. Например, о функци­
ях двух независимых переменных г =ДХ, у) можно говорить как 

О  функциях определенного множества точек плоскости: z =ДР), г а е  

Р= Р(х,у). Окрестностью фиксированной точки Р0(х0, у0) будет круг 

радиуса s с центром в этой точке. Поэтому определение предела 

p̂ Jp0 9 сФ°РмУлиР°ванное в терминах окрестностей точки

Ро(хо, Уо) на плоскости и точки А на числовой прямой, полностью 

сохраняется. Аналогично, функция Дх, у) непрерывна в точке 

Ро (*о> Уо), если lim f (P )  = f (P 0).
Р ~>Рз



Г ЛАВА 4

ПРОСТЕЙШИЕ ПОНЯТИЯ 
ДЛЯ КЛАССИФИКАЦИИ ФУНКЦИЙ

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

Как отмечалось, специальное конструирование некоторых мно­

жеств, прежде всего числовых, является важнейшим средством ма­

тематики, позволяющим исследовать реально существующие объ­

екты и закономерности. Нечто аналогичное производится и с функ­

циями: среди всевозможных функций специальному определению 

и углубленному изучению подвергаются некоторые из них. Основная 

цель — использовать их в дальнейшем для построения аппарата ма­

тематического моделирования. Первоочередного внимания в этом 

плане заслуживают так называемые простейшие элементарные 

функции, позволяющие сконструировать большой класс элементар­
ных функций.

Прежде всего напомним определения нескольких простых по­

нятий, используя которые можно описывать свойства и выделять 

некоторые классы функций.

1. Пусть функция у =fix) определена на множестве, которое вме­

сте с каждой точкой х содержит и точку (-х). Например, на отрезке 

[-а, а] или на всей числовой прямой. Если для любого х выполня­

ется равенство

то нечетной.

У четной функции значение не меняется, если заменитьх на (-х). 

а у нечетной меняется только знак. Поэтому график четной функции

А~х) =Ах),

то функция называется четной, а если равенство

А~х) = -Ах),
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мМетричен относительно оси Оу (рис. 27), а нечетной — относи­

л о  начала координат (рис. 28).

Н априм ер, функции у = х2, у = |х|, у = Ц ^+2 — четные, а функции
х 1 +3

_  v  V  =  X 3 , у = —^— 7  — нечетные.
у  - X ,  У  X  +  1

Если удалось выяснить, что некоторая функция четная или не­

четная, то достаточно изучить ее свойства, например, только для 

случая х > 0, а далее воспользоваться указанной симметрией. Ясно, 

что произвольно взятая функция вовсе не обязательно является чет­

ной или нечетной.

2. Пусть функция у =Дх) определена на множестве, обладающем 

тем свойством, что вместе с каждой своей точкой х оно содержит 

и точку х + Т, где Т — некоторое фиксированное число. Например, 

на всем множестве К. Если при этом оказывается, что верно равен­

ство

Ах+Т) =Дх),

тоДх) называется периодической функцией с периодом Т.

Добавление к аргументу фиксированного числа геометрически 

означает сдвиг вдоль числовой оси на величину Т. Таким образом, 

график периодической функции не изменится, если его сдвинуть 

вдоль числовой оси на величину Т (или на величину ±Т, ±27’, 

±3 Т, ...).

На рис. 29 изображен график ступенчатой функции, имеющей 

наименьший положительный период Т = 2 (периодом оказывается 

любое четное целое число).
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У функции Дирихле D(x) периодом оказывается любое рацио­

нальное число.

3. Пусть х, < х2 — любая пара значений аргумента из области 

определения функции у = Дх). Если выполнено соотношение

Л*,) ^ Л * 2) (т-е- АУ - 0 при ^  > °^’

тоЛх) называется монотонно возрастающей; если

Лх,) <Дх2) (т.е. Ду > 0 при Лх > 0),

то строго монотонно возрастающей; если

Лх,) >Л *2) (т.е. Ау < 0 при Лх > 0),

то монотонно убывающей; если

Лх,) >Лх2) (т.е. Ау < 0 при Ах > 0),

то строго монотонно убывающей.

При записи этих определений в терминах приращения аргумента Ах 

и приращения функции Ау мы обозначили Дх = х 2- х, и Ду =

=Л *2) ~Лх i).
4. Множество Е  действительных чисел называется ограниченным 

сверху, если существует число М  (называемое верхней границей) 

такое, что для всех х е Е  выполняется неравенство х < М.

Аналогично множество действительных чисел называется 

ограниченным снизу, если существует число т  (называемое нижней 

границей) такое, что для всех х е Е  верно х > т.

Множество, ограниченное сверху и снизу одновременно, назы­

вается ограниченным. Геометрически такое множество оказывается 

целиком расположенным на отрезке [т , М] числовой оси.

Рассмотрим теперь множество значений некоторой функции 

У =ЛХ)> определенной, например, на отрезке [а, Ь]. Если оно огра­

ничено, то и функция называется ограниченной на отрезке [а, Ь\ 

Аналогично вводятся определения функции, ограниченной сверху 

или снизу. График ограниченной функции целиком расположен 

в полосе, ограниченной прямыми у = т  и у = М.
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Неограниченная функция может 

иНимать сколь угодно большие 

о модулю) значения, т.е. какое бы 

число М  ни было указано, найдется 

х0тя бы одна точка хм из области 

определения, такая, что \Дхм)\ > М .

Н ап ри м ер , ф ун кц и я  у = — на

интервале (0,1) не ограничена сверху.

Геометрически это означает, что для 

любой прямой у = М  найдутся точки 

графика, расположенные выше нее 

(рис. 30). Можно показать, что если 

функция непрерывна на отрезке, то 

она ограничена ( т е о р е м а  Вей- 

е р ш т р а с с а ) .

5. Если для функции у = Дх) существует точка jc0, такая, что 

Дх о) = 0, то х0 называется нулем этой функции (или корнем урав­

нения Дх) = 0). Нули функции — это точки пересечения графика 

функции с осью Ох.

6. Введенные ранее понятия предела, непрерывности, разрывов 

различного рода, асимптот и асимптотического поведения относятся 

к числу наиболее важных при исследовании свойств функций и их 

классификации.

7. Для описания свойств функций иногда полезно рассматривать 

их не на всем множестве, где они определены, а лишь на некотором 

подмножестве. Тогда говорят, что рассматривается сужение функции 

на указанном подмножестве. Например, функция у = х2, определен­

ная на R, очевидно, не является монотонной, но если рассмотреть 

ее сужение на [0, <х>), то можно убедиться, что она является строго 

монотонно возрастающей функцией, и затем воспользоваться этим 

Фактом, например, применяя теорему о существовании обратной 

Функции х = у[у.

СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ

Рассмотрим функцию вида у = х“, гдех — действительные значения 

аРгумента, а а  — некоторое фиксированное действительное число; 

основание степени, а  — показатель степени. Пока мы указали
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У=чх

Рис. 32

лишь обозначение функции, а определение смысла возведения числа 

х в действительную степень а  не привели. Это ближайшая и не очень 

простая задача.

В частном случае, когда а  = п — натуральное число, все просто 

х” — это результат умножения числах самого на себя п раз. Функция 

у = х" определена на К и непрерывна. На рис. 31 приведены примеры 

ее графика для « = 1 ,2 , 3.

Каждый такой график можно изобразить с любой точностью, если 

выбрать достаточно крупный масштаб на осях координат и составить 

подробную таблицу значений функции для избранных значений 

аргумента.

Сужение функции у = х" на (0, со) является строго монотонно воз­

растающей функцией. Значит, для нее выполнены условия теоремы

о существовании и свойствах обратной функции, которая обознача­

ется х = ц[у или х = у п.

Поменяв ролями обозначение переменных, мы приходим к вы
j_

воду, что удалось определить степенную функцию у = у[х=хп для
1

случая показателя степени вида —, где п — натуральное. Эта функция

определена на (0, со) (множество значений сужения функции у = х"). 

непрерывна и строго монотонно возрастает. Ее называют корнем п-й 

степени изх. Примеры графиков таких функций показаны на рис. 32.
т_

Теперь можно определить и функцию у = х п , где т , п — натуральные 

числа, как сложную (см. подразд. 4.7) функцию вида у = (х 1/" )т . Она 

тоже непрерывна и строго монотонно возрастает.
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Следующий шаг — определение 

,  хг, где >—  любое рациональное 

^исло: для г > 0 определение уже 

ЧаН0; при г = 0, у = 1 (тождественно

постоянная функция); при г < 0 по­

лагаем по определению x r = - L  -

это непрерывная и строго монотонно 

у б ы в а ю щ а я  функция. Примеры ее 

графиков показаны на рис. 33.

И наконец, если а  — иррацио­

нальное число, то существует после­

довательность рациональных чисел

(Гя) п = 1 ,2 ,..., сходящаяся к а  (т.е. ---

НГп/'„=а), и можно положить по

определению

х а = lim x'".
Л-» со

Такое определение будет корректно только при выполнении двух 

условий: указанный предел должен существовать, и он не должен 

зависеть от выбора последовательности г„ -> а. Оказывается, оба 

условия выполнены (доказательство не приводим). Тем самым 

определение степенной функции у = х а завершено, причем оказы­

вается, что при любых действительных а  ф 0 она непрерывна на (0, оо), 

а множество ее значений — луч (0, оо); при a  > 0 она монотонно воз­

растает, а при a < 0 — монотонно убывает.

З ам е ч ан и е . Для некоторых частных случаев функцию у = х а 

можно рассматривать и на более широком множестве действительных
т

чисел. Например, функция у = х п при нечетном п определена на
_т_

всей числовой прямой; аналогично функция у = х " при нечетном 

п определена для всех действительных чисел, кроме х = 0. Приведем
2

график функции у = х 3 (рис. 34).
Существует несколько простых правил оперирования степеня­

ми
!) х,“ • * “ = (х , •х2)“ ;

2) ±L 
х?

£ l  
*2 )

3) Х°1 -xa2 = . »Cl| + 0 2  ■
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2

5) (xa') “2 = х а' а2 .

Рис. 34

-1 О х

Все они доказываются по одной 

и той же схеме: из приведенного 

ранее определения обнаруживают, 

что они очевидны для случая на­

туральных показателей; затем их 

проверяют для корней п-й степе­

ни — тем самым фактически уже 

установлена их справедливость для

рационального а; наконец, в силу непрерывности соответствующей 

функции они сохраняются и при предельном переходе, т.е. и для

и доказывается следующим рассуждением: возводим обе части 

последнего равенства в степень п, получаем верное равенство 

х ,х2 = х ,х2; но если л-е степени двух чисел а и Ь совпадают (а" = Ь”), 

то совпадают и сами числа (т.е. а = Ь), поскольку если оказалось бы, 

что а < Ь, то в силу монотонности степенной функции было бы вер­

но ап < Ьп.

Определив степенную функцию у = х а для х > 0 и любого фикси­

рованного числа а , можно поменять числа х и а  ролями, т. е. зафик­

сировать основание степени и сделать переменным ее показатель. 

Так возникает понятие показательной функции у = а*, где фикси­

рованное число а > 0 и х — любое действительное число. Правда, 

есть один частный случай, для которого рассмотрение показательной 

функции становится неинтересным: а = 1. Тогда у = 1 при всех зна­

чениях х, т.е. это функция, тождественно равная 1. Этот случай далее 

будем исключать из рассмотрения, полагая а * \.

Составив таблицу значений показательной функции, можно по­

строить ее график. На рис. 35, 36 приведены примеры нескольких 

графиков таких функций, поведение которых наиболее сущ ественно

иррациональных а. Например, свойство 1 для а = — приобретает

^ • ^ 7  = ̂ (Х| -Х2)

ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ
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отличается друг от друга в зависимости от величины основания 

в сравнении с 1.

На приведенных графиках наглядно представлены основные свой­

ства показательной функции, среди которых выделим следую­

щие:

■ показательная функция у - 0 х {а > а ф 1) определена на всей 

числовой прямой К;

■ при а > 1 показательная функция строго монотонно возрастает на 

R, а при а < 1 — строго монотонно убывает;

■ если а > 1, то lim а х = со и lim o*=0 ;
Х -» 0 0  X — оо

■ если а < 1, то lim a* =0 и l im a x =oo;
Jt -> 0 0  X —>—со

■ показательная функция непрерывна на Ж.

По поводу утверждения о непрерывности заметим, что в отличие 

от перечисленных ранее свойств, которые нетрудно доказать на 

основе соответствующих определений, установление его справедли­

вости требует довольно тонких рассуждений. Речь идет о проверке 

равенства lim а х = а х° для любого х0 е R или, в терминах прираще-
*->*о

иий, Дх и Ду:

Ау = а х°+Ах - ах° —>0 при Дх -» 0.

В итоге все доказательства (здесь их не приводим) используют 

определение произвольной степени положительного действительно­

го числа (см. подразд. 4.2).

Укажем также на правила оперирования показательными вы­

ражениями, аналогичные приведенным ранее правилам действий 

с° степенями:
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а *2
3) (ах' )х* = а х' х*-,

4) а х' ■**' =(ab)x';

' „ \*i

1) ах' а*2 =ах,+Х2\

5)
а Л|

А*'

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

Перечисленные в подразд. 4.3 свойства показательной функци 

у = 0 х (а > 0, а * \) позволяют применить для нее теорему о суще­

ствовании и свойствах обратной функции (см. подразд. 3.4): обратная 

функция существует, определена, непрерывна и строго монотонна 

на множестве положительных действительных чисел (0, оо), имеет 

своим множеством значений.

Эту функцию назвали логарифмической и обозначили у = logfl х 
Таким образом, записи y = logajc и х = ау эквивалентны. При этом 

переход от равенства х = ау к у = log0 х называют логарифмирова 
нием, а обратный переход — потенцированием.

Число а называют основанием логарифма. Ясно, что в качестве 

основания логарифмической функции может быть выбрано любое 

положительное число а, кроме а = 1. Значит, логарифмом числа х по 

основанию а называют показатель степени у, в которую нужно воз­

вести число а, чтобы получить число х. Другими словами, верна 

формула

a \o g „ x  = х

Чаще всего выбирают а = 10 (тогда логарифмы называют деся­
тичными и обозначают их символом lgx) или а — 2 (соответствующие 

логарифмы называют двоичными: log2x), или, особенно часто, а = е, 
где е « 2,718... — определенное ранее (см. подразд. 3.1) число (тогда 

логарифмы называют натуральными и обозначают lnjc).

При вычислении логарифмов можно легко переходить от одного 

основания к другому, используя следующую формулу перехода-.

log ь*logflx =
log* а

Эта формула легко запоминается по следующему мнемоническо­

му (т.е. предназначенному лишь для запоминания) правилу:
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X

x_b_ 

a a 

b

/которое к доказательству формулы 

перехода’ конечно> никакого отноше­
ния не имеет). А вот доказательство 

ф о р м у л ы :  об озн ач и м  y ,= logax , 

y 2 = lo g * x ,  ^ з =1° ё * а ; тогда а у'= х ,
иу2 = х, ЬУ} =а\ необходимо убедиться,

Рис. 37

что У\ = — ; замечаем, что х = а у1 = — — — ——

у [У г— У1— у\ — у\̂- у ,
_/ллу\=Ь Уг =(ЬУ2) у*= х  У2,т .е .х  = х Уг или у, ■—  = 1; зна-

У 2

, У*чит, у, = --•
Уг

Частный случай формулы перехода: lnx = -— lgx«2,31gx.
\ge

График логарифмической функции легко получить из графика 

показательной функции отражением относительно прямой у = х 

(рис. 37).
Приведем для примера еше несколько графиков логарифмической 

функции с разными основаниями (рис. 38). Для практического по­

строения таких графиков (как, впрочем, и других графиков элемен­

тарных функций) можно использовать специальные таблицы, кото­

рые часто приводятся в справочниках по математике.

рис. 38
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По наиболее характерным точкам графика отметим, что log„ 1 =(j 
и logaa = l.

Из определения логарифмической функции вытекают все ее 

основные свойства. Перечислим важнейшие из них:

■ область определения функции у = logax — множество положитель­

ных действительных чисел (а > 0 , а ф 1);

■ множество значений — R;

■ при а > 1 функция y = \ogax является строго монотонно возрас­

тающей, при 0 < а < 1 — строго монотонно убывающей;

■ логарифмическая функция непрерывна;

■ если х, > 0 и х2 > 0, то logax, -х2 ==logax, + logax 2 (т.е., говоря 

кратко, логарифм произведения равен сумме логарифмов).

Последнее свойство иногда называют основным свойством ло­

гарифмов, поскольку оно определяет главную специфику логариф­

мической функции в классе простейших элементарных функций, 

а при аксиоматическом ее определении (возможны и такие варианты 

определения) выступает в качестве основной аксиомы. Доказатель­

ство основного свойства логарифмов связано с использованием 

аналогичного основного свойства показательной функции: 

а у1 •а у2 = а у'+у2. Действительно, обозначив = log^x,; у2 = lo g ^ ; 

у3= log0x, • х2, получаем в результате потенцирования х ] = а у' , х 2 = а У2, 

х ,х2 = аУз, и поэтому а Уз = а у1 а У2 = ау'+у2, т.е. у3 =>>, + у2.
Понятно, что и другие правила оперирования показательными 

выражениями, приведенные ранее, порождают соответствующие 
свойства логарифмов:

X
loga —1 = !°ga * 1  - loga х 2 (х, > 0, х2 > 0); 

х 2

loga х^ =k\ogax (х>  0) И т.д.

Из приведенных выше графиков логарифмических функций от­

носительно их поведения при изменении х полезно заметить, что 

lim logax = oo (а > 0), однако рост этой функции оказывается очень
х-юо

медленным-, например, все степенные функции у = х а при a > О 

растут быстрее (см. рис. 31, 32). Если же х-> +0, то логарифмическая 

функция по модулю р а ст е т  очень быстро (быстрее, чем любая 

степень у = ха при a < 0). Другими словами, справедливы равен­
ства

lim 12 ^  = 0 ( a > l , a > 0 ) ;
*->00 Ха
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logox|
lim ----—  = 00 (a < 0).
x-»+0 x

Естественно, что «двойственные» соотношения имеют место и для

по
казательной функции:

lim —  = 00 (а > 1, a  > 0)
■X—>сс X

(т е. показательная функция растет «на бесконечности» быстрее 

любой степени);

lim -—
д г - » - ° о  X е

О (а > 1, a  < 0)

(т.е. показательная функция при а > 1стремится к нулю при х -» 

быстрее любой степени). Доказательство этих свойств здесь не при­

водим.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Рассмотрим вначале прямоугольный треугольник ABC с острым 

углом а  (рис. 39). Назовем синусом угла а  отношение ^  (обозначение:

sina = —) и косинусом угла а  отношение — (обозначение: cosa = ̂ ).

Нетрудно видеть, что синус и косинус зависят лишь от  угла а  и не 

зависят от размеров треугольника ABC.
Действительно, при фиксированном а  треугольники ABC и АВ] С,

будут подобными, и поэтому — = — ; т' = Т ‘ ’ где С| ~  соответ-
с С\ b b ,

ствующие катеты и гипотенуза треугольника АВХС\ (рис. 40).
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Рис. 41

Поэтому при изучении свойств си­

нуса и косинуса можно в качестве гипо­

тенузы брать радиус г = I окружности] 

т.е. отсчитывать углы, пользуясь еди-J 

ничной окружностью. Если полный 

оборот такого радиуса относительно 

центра круга считать углом в 360°, то 

ясно, что любой угол можно измерить 

в градусах. На рис. 41 указана градусная 

мера некоторых углов. Обычно отсчет 

ведется от направления оси Ох, начиная 

от 0°, причем поворот радиуса против 

' часовой стрелки считается положитель- 

ным, а по часовой стрелке — отрицательным. Положение радиуса 

при таких поворотах, очевидно, определяется с точностью до любо­

го целого числа полных оборотов, поскольку положение радиуса 

будет одним и тем же при углах а  ± 360°; а  ± 720°; .... Я

Заметим, что если первоначально синус и косинус нами были 

определены лишь д ля острых углов, то теперь появляется возможность 

расширить определение. Для этого достаточно поместить центр еди­

ничной окружности в начало координат и брать величины а и Ь 

в соответствии с теми знаками, которые имеют проекции точки 

окружности на оси координат. В результате оказывается, что знаки 

синуса и косинуса для углов, связанных с разными четвертями кру­

га, таковы, как показано на рис. 42, 43.

Однако градусная мера угла далеко не всегда удобна, прежде 

всего, потому, что определенные выше синус и косинус не попадают 

в класс функций действительного переменного, для которых аргу-

У Знаки
синуса

/  + + \

1 0 1 х

Рис. 42
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еНТом являются числа (а не элементы 

уГих множеств — в данном случае 

углов, поскольку 1 градус — это угол, 

возникающий в результате разделения 

круга радиусом 1 на 360 равных частей).

Это обедняет возможности введения 

алгебраических операций для данных 

функций: например, углы можно скла­

дывать, тогда складываются их градус­

ные меры, но нельзя, например, пере­

множать. В итоге запись sin (а • Р), где а  

и р — углы, смысла иметь не будет.

Поэтому вводят еще числовую меру 

углов, называемую радианной. Делается это путем построения сле­

дующего отображения множества углов в числовое множество: каж­

дому углу а  сопоставляется длина дуги х единичной окружности, 

обозначенная на рис. 44. Поскольку длина единичной окружности 

равна 2л, то изменению угла в пределах 0° < а  < 360° соответствует

71 71
изменение 0 < jc < 2л (при а  = 45° х  = -; при а  = 90° х  = -; при а  =

4 2

= 180° jc = л  и т.д.). Если, в частности, оказывается, что х  = г, то угол 

имеет радианную меру x = 1. Построенное отображение является 

взаимно-однозначным в пределах изменения значений а и х .

Теперь мы можем определить синус и косинус на множестве 
действительных чисел, договорившись, что sin* (где х — число) 

совпадает с синусом угла в х радиан.

Это определение легко распространить на всю числовую прямую 

R, поскольку добавление к аргументу числа 2кп, где к — целое, 

не изменяет положение радиуса, задающего угол. Отрицательным 

значениям х будет соответствовать отсчет углов в отрицательном 

направлении (т.е. по часовой стрелке). Поэтому sinx оказывается 

периодической функцией с периодом 2л. Аналогично — функция 

cosx.

З а м е ч а н и е .  Важно понимать, что синус угла и синус числа — 

это разные функции, поскольку у них различные области определе­

ния. Однако связь между этими функциями настолько проста, что 

традиционно сохраняется в названии этих функций одно и то же 

ключевое слово «синус».

Составив таблицу значений, можно построить график функции 

У ~ sinx (рис. 45).

График функции у = cosx изображен на рис. 46.
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1 у = sinx

Рис. 45

-1

Зя

'2л

Рис. 46

Обратим внимание на некоторые свойства этих функций, вы­

текающие непосредственно из их определения и наглядно представ­
ленные на графиках:

■ значения синуса и косинуса определены на всей числовой прямой 

и ограничены, причем множество их значений — отрезок [-1, 1];

■ у = sinx иу = cos х имеют период 2я , т.е. их значения повторяются 

при сдвиге аргумента вдоль оси Ох на любое число, кратное 2и:

sin(x + 2kn) = sinx; cos(x + 2kn) = cosx, k = 0, ±1, ±2, ...;

■ на отрезке у = sinx является строго монотонно возрастаю­

щей функцией, а у = cosx на [0, л] — строго монотонно убываю­

щей;

■ функция у = sinx является нечетной, а функция у = cosx — чет­

ной;

■ функции у = sinx и у = cosx непрерывны;

■ графики функций у = sinx и у = cosx отличаются друг от друга

сдвигом вдоль оси Ох на -.
2
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Последнее свойство связано с так называемыми формулами при­

менил, представителями которых являются:

cosx = sin| ~~х

sinx = cos| —-х
2

Указанные формулы очевидны уже на самом первом шаге 

данного ранее определения синуса и косинуса для острых углов

(см. рис. 39): например, sina = —= cosp, где р = 90° - а. Легко

проследить, что при всех последующих переходах к понятию синуса 

и косинуса числового аргумента они не нарушаются.

Пользуясь указанными формулами приведения, легко получить 

и другие. Например,

sin(7t-x) = sin = cos
л

Х ~2
= cos| ^~ х  l = sinx.

Мы не будем указывать другие формулы приведения, а заметим 

лишь одно общее их свойство.

Св ой ство . Если рассматривать отклонение аргумента от числа 

то синус превращается в косинус, а косинус — в синус (с учетом

их знака для соответствующих значений аргумента): если отклонение 

берется от числа л, то наименование функции не меняется.

Это замечание относится и к другим тригонометрическим функ­

циям, обсуждаемым далее.

Теорема Пифагора для треугольника ABC, перефразированная 

с помощью понятия о синусе и косинусе, приводит к равенству, 

справедливому для всех значений х:

sin2x + cos2x = 1,

которое называется основным тригонометрическим тож д е­
ством.

Рассмотрим еще несколько простейших тригонометрических

Функций.

Тангенс (обозначениеу = tgx): по определению tgx = S1-— , область
cosx

°пределения задается условием cosx ф 0, т. е. из числовой оси долж- 

ЧЬ1 быть исключены нули косинуса: хФ^±кп, к = 0 , ±1, —



График функции у = tgx показан на рис. 47.

Наименьший положительный период функции у = tgx оказыва­

ется равным л, т.е. tg(x ± kn) = tgx, к - 0, ±1, ....

COS JC
Котангенс (обозначение у = ctgx): по определению ctgx = --- ,

sinx

т.е. эта функция определена на всей числовой оси, исключая точки 

х = кп, к = 0, ±1, ... . Ее график показан на рис. 48.

Котангенс также имеет период л. Ясно, что тангенс и котангенс — 

нечетные функции, непрерывные всюду, где они определены. Харак­

тер их монотонности на соответствующих промежутках оси Ох по­

казан на графиках.

Реже используются функции секанс (обозначение у = secx) и ко­

секанс (обозначение у = cosecx). По определению secx = —!— ;
cosx

cosecx = —5— . Основные их свойства легко усмотреть из их опреде- 
sinx

ления.

В практике использования тригонометрических функций полезно 

знать наизусть их точные значения для некоторых частных значений 

аргумента (табл. 1).

Если запомнить закон изменения знаков тригонометрических 

функций в диапазоне 0 < х < 2л и воспользоваться формулами при­

ведения, то сфера полезного использования данной таблицы значи­

тельно расширится. Укажем эти законы для наглядности в различных 

четвертях круга (рис. 49).
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Таблица 1. Значения тригонометрических функций для некоторых 
з н а ч е н и й  аргумента

Угол Функция

Градусная

мера
Радианная

мера
sin x COSJC tgx ctgx

0° 0 0 I 0 00

30°
л

6

1

2

Vs
2

l

n/3

7з

45°
л

4

V2

2

V2

2
l l

60°
л

3

V 3
2

1

2

л/3 l

л/З

90°
л

2
I о

00 0

Например, желая вычислить sin— , замечаем, что угол, соответ-
4

5л
ствующий — , относится к III четверти, где синус отрицателен. По-

4 г
с  с  / 'Л

скольку —  = я + - , то sin —  = -sin—= (при отклонении аргумен- 
4 4 4 4 2

та от л наименование функции не изменилось, но учтен знак вы­

числяемого значения синуса).

Рис. 49
Знаки синуса Знаки косинуса Знаки тангенса

и котангенса



ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ФУНКЦИИ

Рассмотренные в подразд. 4.5 тригонометрические функции яв 

ляются периодическими, поэтому обратные функции для них не 

существуют: одно и то же значение функции у0, возникшее, напри 

мер, при х = х0, будет возникать и для х = х0 + 2кп, к = 0, ±1, 

Поэтому в «обратном» соответствии придется значению у0 сопоста 

вить бесконечно много значений х. А функция — это однозначное 

соответствие.

Однако в подразд. 4.1 было обозначено понятие сужения функции 

позволяющее сделать постановку вопроса о функциях, обратных 

к тригонометрическим, математически корректной: достаточно рас­

смотреть тригонометрические функции не на всей области их 

определения, а лишь на определенных промежутках, например таких 

для которых применима теорема о существовании и свойствах об­

ратной функции.

Для функции у = sinx соответствующим ограничением может

быть, например, условие: ~ < х < ^ .  На данном отрезке функция

у = sinx строго монотонно возрастает от -1 до 1 и непрерывна, поэ­

тому существует обратная функция, называемая арксинусом, которая 

обозначается у = arcsinx. Область ее определения — отрезок [-1, 1]

я я
а множество значении — отрезок

2’ 2
. Эта функция непрерывна

у = arcsin х у = х

Рис. 50

строго монотонно возрастает и не­

четная; ее график является симме­

тричным графику исходной функ­

ции относительно прямой у = х 
(рис. 50).

Итак, для - 1 < х < 1 и - - < у < ~
2 2

записи у = arcsinx и х  = siny экви 

валентны и верно равенство 

sin (arcsinx) = х.

Совершенно аналогично, взяв 

ограничение 0 < х < я, убеждаемся 

в существовании функции, обратной 

к функции у = cosx, которая назы 

вается арккосинусом и обозначается
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г arccos х . Это функция, определенная на [-1, 1] со значениями на 

отрезке [0, я], строго монотонно убывающая. При указанных огра­

блениях для нее верно равенство: cos(arccosx) = х. Графику = arccosx 

изображен на рис. 51.

Для функций у = tgx и у = ctgx возможны аналогичные построе­

ния. Предоставляя читателю возможность самостоятельно рассмо­

треть функцию у = arcctgx, приведем лишь краткие сведения о функ­

ции У = arctgx, являющейся обратной к функции у = tgx при сужении

JJL < х < —: она определена, непрерывна и строго монотонно возрас-
2 2

тает на всей числовой прямой; функция нечетная; ее график имеет 

вид, приведенный на рис. 52.

Сравним графики функций у = arcsinx и у = arccosx. Легко за­

метить, что второй можно получить из первого, выполнив два пре­

образования. Вначале построим графику = -arcsinx (это преобразо­

вание симметрии относительно оси Оу), а затем у = ̂ -arcsinx (это

сдвиг полученного графика вверх вдоль оси Оу). Значит, верна фор­

мула

arccos х = —  arcsin х 
2

или arcsinx = -arccosx.
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Однако рассуждения, существенно использующие график функ­

ции, нельзя считать математически строгими, поэтому полезно про­

вести доказательство на основе исходных определений. Оно оказы-

(использована формула приведения).

Мы убедились, что синусы равны. Тогда будут равны и выражения, 

для которых вычислены эти синусы, если только мы не вышли за

поскольку последнее неравенство эквивалентно 0 < arccosx < п.

Аналогичная простая взаимосвязь существует между функциями 

у = arctg х  и у = arcctg х:

Приведем еще один пример оперирования обратными тригоно­

метрическими функциями. Вычислим cos(arcsinx), где -1 <х  < 1. Для

этого обозначим у = arcsinx, что эквивалентно х  = sinv для < у < —.
2 2

Замечаем, что нам удалось перефразировать исходную задачу: из­

вестно, что sin у = х, требуется найти cos у. Но последнее легко сде­

лать по формуле

вается несложным. Полагаем -1 < х  < 1 и вычислим синус от обеих 

частей последнего равенства:

sin (arcsinx) = х;

как

- arccos х < —, 
2

sin2y + cos2y = 1,

cos(arcsinx) = \ll-x2 .
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КЛАСС ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

]У1ы ввели в рассмотрение и частично исследовали несколько 

0Идов функций, которые называют простейшими элементарными'. 

тоЖДественно постоянные (константы), степенные, показательные, 

логарифмические, тригонометрические, обратные тригонометриче­

ские. Все это числовые функции, определенные на некоторых мно­

жествах действительных чисел, непрерывные во всей области своего 

определения. Ясно, что с такими функциями можно осуществлять 

все арифметические операции: сложение, вычитание, умножение 

и деление (каждый раз исключая случай обращения знаменателя 

в нуль). Таким образом, класс функций, свойства которых можно 

исследовать на основе свойств простейших элементарных функций, 

существенно расширяется.

Появляется возможность рассматривать, например, многочлены

Рп(х) = а0х" + а, х"-' + ... + ап_хх  + а„,

Р  (х)
дробно-рациональные функции вида у = —-——, где Р„(х) и Qm(x) —

Qm(x)
многочлены (Qm(x) ф 0), комбинации вида /Icosx: + /?sin х, которые 

оказываются полезными при изучении колебательных процессов.

Существует еще одна важная операция, называемая композицией 

функций, позволяющая рассматривать сложные функции, т.е. функ­

ции, аргументом которых также оказываются значения функций. Вот 

ее формальное определение.

Пусть функция у = _у(х) определена на множестве X  и У — мно­

жество ее значений. Предположим, что функция z = г(у) определена 

на Y со значениями в Z. Тогда оказывается, что каждому значению 

сопоставлено определенное у е У (функцией у = у(х)), кото­

рому, в свою очередь, сопоставлено определенное z е Z  (функцией 

z ~ *00) и> следовательно, на X  определена функция со значениями 

Во множестве Z. Ее называют композицией функций z = г(у) и у = у(х) 

или сложной функцией и обозначают z = zCvM). Схематично воз­

никновение сложной функции показано на рис. 53.

Например, функция у = sin23x может рассматриваться как ком- 

позиция следующих функций: у = и2, и = sin и, и = Зх.

Легко проверить, что сложная функция, построенная из непре­

рывных функций, тоже является непрерывной функцией. В самом 

^еле, если функция z = z(y) непрерывна в точке у0, а у = у(х) непре­

рывна в точке х0, причем у0 = _у(х0), то z ~ ^СК*)) будет непрерывной
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Рис. 53

в точке х0: попадание значений г в любую, наперед заданнущ 

s-окрестность точки го = гСУо) будет гарантировано, если у принад 

лежит некоторой 5-окрестности точки уй (в силу непрерывност 

функции z = z(y) в точке у0), а последнее условие также можно обе 

спечить, выбирая значения х из достаточно малой окрестности точ­

ки х0 (в силу непрерывности функции у = у(х) в точке х0).

Теперь можно определить весь класс элементарных функций 

назовем функцию элементарной, если она может быть образована 

из простейших элементарных функций с помощью конечного числа 

арифметических операций и композиций.

Поскольку для указанных операций, как и для обозначений про­

стейших элементарных функций, существуют общепринятые согла­

шения (в смысле знаков + , -, х, :, символики lognjt, sin х и т.п.), 

элементарные функции чаще всего задаются формулами.

Предыдущие рассуждения показывают, что элементарные 

функции непрерывны во всех точках, где они определены.

Как следствие этого утверждения получаем возможность вычисля 

пределы элементарных функций, просто подставляя в соответствую! 

щую формулу предельное значение аргумента (исключая случай, 

когда при х -> х0 оказывается, что х0 не принадлежит области опре­

деления элементарной функции).

Элементарные функции являются основным математическим 

аппаратом описания закономерностей окружающего мира. При этом 

они используются не только в роли итоговых математических моде­

лей, но и как средство построения более сложных конструкций 

Например, многие интегралы или решения дифференциальных 

уравнений (о них пойдет речь далее) оказываются неэлементарнымй 

функциями, но исследование последних, как правило, возможно на 

основе их приближенного описания элементарными функциями.

Простейшие примеры неэлементарных функций возникают в слУ' 

чае, когда функция на разных подмножествах области определения
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дается разными формулами (вспомним, например, функцию

3 _ sgnx или функцию Дирихле). Однако использование подобного 

•'особа задания функции еще не означает, что она обязательно будет 

^элементарной. Например, функция

л:, если х > 0;
\х\=

-х, еслих<0

является элементарной, поскольку представима в виде |x|=V-*2

РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ, 
СВЯЗАННЫХ С ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ

Любое уравнение с одной переменной можно записать в виде 

fix) = 0, а неравенство — в виде.Дх) > 0 илиДх) > 0. Для этого до­

статочно воспользоваться возможностью переносить члены из одной 

части равенства (неравенства) в другую, меняя при этом их знак. 

С точки зрения поиска решений такой стандартизованный вид не 

всегда удобен; в зависимости от вида уравнения или неравенства 

бывает полезно представить его, например, в записи/,(х) =fi(x) или 

/,(х) > / 2(х), что также достигается их простейшими преобразова­

ниями.
Будем далее предполагать, что fix) — элементарная функция. Это 

предположение открывает возможность использовать в поисках ре­

шения все указанные выше свойства функций, участвующих в за­

писи уравнений или неравенств. Опора на такие свойства — главное 

средство поиска их решения. Но оно не всегда может гарантировать 

ответ на самые общие вопросы:

" существуют ли решения;

" сколько решений;

* как их найти?

Если удается выяснить, что на некотором промежутке существует 

единственное решение, то это важный факт, поскольку даже в тех 

СлУчаях, когда не удается найти такое решение точно, можно вос- 

п°льзоваться приближенными методами. Известно, например, что 

Не существует общих формул для корней алгебраических уравнений 

«(*) = 0, где Р„(х) — многочлен степени п и п > 4. Однако, подсчи- 

ТЬ1вая значения многочлена для нескольких значений аргумента,
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У=Рп(х)

1

* 1*3/ ' /
1

^\*4 !
0 ______х

Рис. 54

часто удается выяснить, что / ’„(х,) > о 

и Рп(х2) < 0, причем на отрезке [хь х2] 

есть только один корень. Тогда его 

можно найти приближенно с любой 

точностью методом половинного деле- 

ния: делим рассматриваемый отрезок 

пополам, подсчитываем значения Р„(х) 

в точке деления; выбираем для после-

■ дующего деления пополам ту половину 

отрезка, для которой на концах Рп(х) 

имеет разные знаки. Если на каком-то шаге оказалось, что Рп(х) = О, 

то решение найдено точно, в противном случае границы отрезка, 

который делится пополам, задают последовательность приближений 

к корню (рис. 54).

Разработаны и другие, во многих случаях более эффективные 

методы приближенного решения как алгебраических уравнений, так 

и иных (их называют трансцендентными).

Однако возможность найти точное решение остается весьма при­

влекательной. Поэтому заслуживают специального внимания частные 

случаи уравнений и неравенств, для которых это возможно, — 

к обсуждению их мы и обратимся в данном подразделе.

Кроме общей рекомендации использовать свойства элементар­

ных функций, участвующих в записи уравнений и неравенств, 

можно указать и некоторые типовые приемы, помогающие иссле­

довать уравнения и неравенства. Среди них есть специфические, 

т.е. связанные с конкретными видами элементарных функций. Их 

применение обычно увязывают с соответствующими разными ти­

пами уравнений и неравенств (показательные, логарифмические, 

тригонометрические и т.д.). Разделение по типам, конечно, услов 

ное, поскольку в записи уравнения могут присутствовать одновре­

менно, например, логарифмические и тригонометрические функ 

ции, т.е. его с равным правом можно отнести к тому и другому 

типу.

Есть и более универсальные приемы. Среди последних укажем на 

прием замены переменной, позволяющий в ряде случаев расчленять 

поиск решения на несколько этапов.

Например, если в уравнении sin2x + sinx - 2 = 0 обозначить у = sinX, 

то задача сведется к решению квадратного уравнения у2 + у - 2 = О 

(у которого есть два корня у\ = -2, у2 = 1), а затем — к объединению 

всех решений у двух уравнений: sinx = -2 и sinx = 1. Поскольку 

первое из них решений не имеет (так как |sinx| < 1), замечаем, что



совокупность решений исходного уравнения совпадает с множеством 

+  к =  О , ± 1 ,  ... (для каждой точки которого sinx =  1).
Хк -  2

Если уравнение/(х) = О допускает запись f  (x)f2(x) = 0, то сово­

купность его решений будет суммой множеств решений двух урав­

нений fi(x) = 0 и / 2(х) = 0. Поскольку каждое из этих уравнений 

может решаться проще, чем исходное, ясно, что полезен прием раз­

л о ж е н и я  на множители левой части уравнения. Он может приго­

диться и при решении неравенств, так как неравенство f(x]f2(x) > 0 

оказывается эквивалентным совокупности двух систем:

Г/,(х)>0; {/,(х )<0 ;
< или <
1 /2(*)>0  [ / 2(х)<0

(их решения следует объединить).

Рассмотрим теперь некоторые частные, простейшие типы урав­

нений и неравенств.

Показательные уравнения и неравенст ва. Для них ха­

рактерно присутствие неизвестного (переменного) в показателе 

степени. Например, уравнение вида <зч>|(-,с) = a'f2(x) или неравенство 

а <М*> >а'Р2(х), где а > 0, а ф 1 и ф|(х), ср2(х) — некоторые элементар­

ные функции.

Из свойств показательной функции делаем вывод о том, что ука­

занное уравнение равносильно уравнению ф|(х) = ф2(х), а неравенство 

эквивалентно неравенствам

Ф,(х) > ф2(х), если а > 1, 

или Ф|(х) < ф2(х), если а < 1.

Действительно, если равны показатели, то равны и степени (в силу 

однозначности операции возведения в степень), а если равны степе­

ни, то показатели не могут быть неравными, так как в силу строгой 

монотонности показательной функции это привело бы к неравенству 

степеней. Аналогичные рассуждения справедливы для неравенств.

Рассмотрим для примера неравенство >4*+|. Его легко

Преобразовать к виду 2•r-jr2 >22х+2,т.е. оно эквивалентнох - х 2> 2х + 2 

Или х2 + х + 2 < 0. Но последнее неравенство не имеет решений (от­

рицателен дискриминант квадратного трехчлена Ь2- 4ас = 1 - 8 < 0, 

Поэтому х2 + х + 2 > 0). Значит, решений нет и у исходного неравен­
ства.



Логарифмические уравнения и неравенства. В их записи не­

известное оказывается под знаком логарифма. Простейшие типы: ,

lo g ^ ,(x )  = l o g ^ 2(x); 

loga Ф 1 (х) > loga ф2(х ) (« > 0 , а ф  1).

Под знаком логарифма может находиться лишь положительное 

число, поэтому при рассмотрении таких уравнений следует немед, 

ленно ввести ограничения ф|(х) > 0 и ф2(х) > 0. При их выполнении 

указанное уравнение оказывается равносильным ф,(лг) = ф2(л:), а не­

равенство — соответствующему неравенству ср,(х) > ф2(х), если а > 1, 

или ф|(х) < ф2(х), если а < 1.

Пусть, например, требуется решить уравнение log4(x + 1) = 

= log2(x- 1). Вводим ограничения:

Гх + 1 >0;

\  jc  — 1 > 0 .

Замечаем, что у логарифмов разные основания, поэтому восполь­

зуемся формулой перехода log4у = -°— — и, учитывая, что log24 = 2,
log 2 4

перепишем уравнение в виде \og2\lx + \ = log2(jc — 1), что приведет 

к равенству х + 1 = (х - 1 )2 или х2 - Зх = 0, т. е. имеем два корня х, = 0, 

х2 = 3. Следует проверить, выполнены ли для них введенные ограни­

чения. Для х, — нет, а для х2 — да. Поэтому у исходного уравнения 

есть только один корень х = 3.

Тригонометрические уравнения и неравенства. В таких урав­

нениях и неравенствах неизвестное находится под знаком тригоно­

метрической функции. Проведенные ранее рассуждения показывают, 

что в поисках решения следует стремиться упростить вид исходного 

уравнения или неравенства. Это часто удается сделать, применяя 

свойства элементарных функций, выражаемые теми или иными 

формулами (например, в последнем примере мы воспользовались 

формулой перехода для логарифмов). Для тригонометрических функ­

ций набор соответствующих формул оказывается особенно богатым. 

Ранее были приведены лишь немногие из них. Поэтому в первую 

очередь пополним их список.

Мы видели, что sinx и cosx можно истолковать как проекции на 

оси координат радиуса единичной окружности. Предположим, что 

рассматриваемый угол, который соответствует числу х, увеличен до 

угла, радианная мера которого (х + у), т.е. осуществлен поворот ра­

диуса. Нас интересует величина sin(x + у) и cos(x + у). Можно по-
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а 3 а т ь ,  что координаты конца радиуса в результате поворота изме­

лются по формулам

« = i/cosy-t/siny; 

v = u's'my+u'cosy,

где u,v — координаты конца радиуса после поворота, т.е. и = cos (х+у) 

и v = sin (х + у), а и' и и' — его координаты до поворота, т.е. и' = cosx, 

v' = sinx (мы приведем доказательство этих формул в п. 5.1.2). Та­

ким образом, получены важные формулы

cos(x + у) = cosxcosy - sinxsiny;

sin (х + у) = sinxcosy + sinycosx.

sinx cosx 
Учитывая, что tgx = ---  и ctgx = —-- , из доказанных формул

cosx sinx
легко получаем, что

tg(x + y) = 

ctg(x + y) =

tgx + tgy . 

1-tgxtgy’

ctgxctgy-1

ctgx + ctgy

В частном случае, полагая х = у, получаем формулы

sin2x = 2sinxcosx;

cos2x = cos2x - sin2x.

Если воспользоваться основным тригонометрическим тожде­

ством

sin2x + cos2x ■ 1,

то делаем вывод о том, что cos 2х = 2cos2x - 1, а если в последнюю 

формулу подставить вместо х число —, то

2х 1 + cosx
cos — = ------.

2 2

Аналогично доказывается формула

. 2х 1-cosx
sin — = ------.

2 2

Оказывается, что sinx и cosx можно выразить через tg^:
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2tg-

sinx = -

l+tg24

cosx = -

• X 
sin— 

x 2
Эти формулы легко проверить, если подставить tg — = ----и при-

2 cos—
2

менить предыдущие формулы.

Заметим, что, подставляя в предыдущие формулы вместо у число 

(-у) и учитывая свойства четности косинуса и нечетности синуса, 

мы выводим формулы для косинуса и синуса разности двух чисел. 

Например, верно равенство

sin(x - у) = sinxcosy - sinycosx.

Если его сложить с равенством для sin (х + у), то возникает фор­

мула

sin xcosy = -[ sin ( х + у ) + sin ( х  - у ) ],

которая может быть полезной в тех случаях, когда требуется преоб­

разовать произведение тригонометрических функций в сумму. Вот 

еще аналогичные формулы:

cosxcosy = -[cos(x + y ) + cos(x-y )]; 

sinxsiny = -[cos(x-y )-cos(x + y )].

Однако нередко требуется выполнить и обратный переход: пре­

образовать сумму двух тригонометрических функций в произведение. 

Это можно сделать на основе последних формул, правда, применять 

их будет удобнее, если вместо аргументов (х + у) и (х - у) будут сто- j 

ять х  и у. Выполнив соответствующую замену переменных (и и* 

переобозначение), получим:

„ . х  + у Х - у  
sinx + siny = 2sin----COS---—;

2 2
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sin x -  sin у =  2 sin —— — cos* *
2 2

COS X + cos у =  2 COS COS ^  •
2 2

cosx-cosу = 2sin:̂ i Z s i n ^ ^
2 2

Подчеркнем: все приведенные равенства являются тождествами 

для всех значений переменных, для которых они определены.

Разумеется, что и расширенный доказанными формулами их на­

бор оказывается неполным: в справочниках можно найти обширную 

дополнительную информацию. Некоторые формулы мы специально 

выделили. Их особенно полезно знать наизусть. Как станет ясно из 

дальнейшего, это существенно облегчает решение тригонометриче­

ских уравнений и неравенств, вычисление важных интегралов, ре­

шение дифференциальных уравнений и разнообразное прикладное 

использование тригонометрических функций.

Рассмотрим теперь некоторые приемы решения тригонометриче­

ских уравнений и неравенств.

Обратим внимание прежде всего на простейшие уравнения вида 

sinx = a, cosx = a, tgx = а. Первые два из них, очевидно, имеют ре­

шения лишь в случае -1 < а  < 1 , причем бесконечно много решений, 

поскольку тригонометрические функции периодические.

Для уравнения sinx = а  при |а| < 1 часть решений можно найти 

из определения арксинуса:

х  = arcsina + 2кп, к = 0 , ±1, . . . .

Но это не все решения, как видно из графика синуса (рис. 55).

Есть еще последовательность решений, связанная с другой бли­

жайшей к началу координат точкой пересечения прямой у = а  с гра-

рис. 5 5
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фиком синуса, которая симметрична первой относительно точки

х = п - arcsina + 2тп, т  = О, ±1, ...

ИЛИ х = -arcsina + (2т + 1)л.

Это решение следует объединить с обозначенными ранее, что 

можно сделать в единой формуле

х = (-1)" arcsina + ял, п = О, ±1, ....

Аналогичные рассуждения, проведенные для уравнения cosx = а, 

приводят к возможности записать все его решения формулой

х = larccosa + 2кк, к = 0, ±1, ... .

Для уравнения tgx = а на число а не возникает ограничений, по­

скольку множество значений tgx охватывает всевозможные значения 

х. Учитывая, что наименьший период данной функции равен л, мо­

жем записать все решения данного уравнения в виде

х = arctga + «л, п = О, ±1, ... .

Ясно, что проблема решения уравнения ctgx = а сводится к пре­

дыдущему случаю: уравнению tgx = —.
а

Решение соответствующих простейших неравенств использует 

аналогичные рассуждения и свойства тригонометрических функций 

(их монотонность на разных промежутках, область определения, 

периодичность). Например, при 0 < а < 1 решение неравенства 

sinx > а сводится к нахождению упомянутых выше двух ближайших 

к началу координат решений: arcsina; л - arcsina и записи всех ре 

шений (с учетом периодичности синуса) в виде последовательности 

промежутков:

arcsina + 2£л < х  < л - arcsina + 2£л, к = 0, ±1, ... .

Аналогично для неравенства tgx < а имеем

~^ + кп<х < arctga + кп, к = 0, ±1, ... .

Тригонометрические уравнения и неравенства более сложного 

вида стремятся свести к простейшим тригонометрическим или алге' 

браическим уравнениям и неравенствам. Для этого чаще всего иС' 

пользуют формулы, о которых шла речь ранее, и замену перемен 

ной.
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Если, например, уравнение имеет видДвтх) = 0, то замена у = sinx 

е0бразует его к виду Ду) = 0. И тогда для каждого решения у0 по- 

^аеднего уравнения возникает множество решений уже рассмотрен­

ного ранее простейшего тригонометрического уравнения sinx = Уо- 

Теоретически более сложный случай уравнения вида/(sinx, cosx) = 

- О тоже можно свести к некоторому уравнению с одной переменной,

если положить у = sinx и, следовательно, cosx = ±^\-у2. Однако при 

такой подстановке чаще всего возникают иррациональные уравнения 

(т.е. содержащие корни). Решать их обычно сложнее, чем алгебраи­

ческие. Поэтому полезно иметь в виду, что замена синуса и косину­

са их выражениями через тангенс половинного угла сама по себе не 

привносит иррациональности в уравнение.

В практике решения тригонометрических уравнений вида/(х) = 0 

часто оказывается полезным уже упоминавшийся прием разложения 

левой части на множители, т.е. преобразования уравнения к виду 

f(x]f2(x) = 0. Рассмотрим, например, уравнение

sin3x + sinx - cosx = 0.

Используя формулу для суммы синусов, перепишем его в виде

2 sin 2х • cosx - cosx = 0,

т.е. cosx(2sin2x - 1) = 0. Поэтому следует объединить решения

двух уравнений: cos х = 0 и sin2x = ̂ . Для первого — это последо­

вательность точек х = ±^ + 2л« (п = 0, ±1, ...), а для второго —

х Л (к = 0, ±1, ...).



Г ЛАВА 5

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Числовые множества, рассмотренные ранее, конечно, не исчер| 

пывают всего разнообразия множеств, которые специально изучают­

ся в математике с тем, чтобы введенные в них структуры можно было 

эффективно использовать в математических моделях объектов и яв 

лений окружающего мира.

В данной главе будут рассмотрены частные случаи множеств, 

которые в современной алгебре называют линейными или вектор­

ными пространствами. Их элементы в общем случае не являются 

числами, но тем не менее с ними возможно осуществлять определен 

ные операции, в чем-то аналогичные операциям сложения и умно­

жения для чисел, а в чем-то, быть может, существенно от них отлир 

чающиеся.

В первую очередь обратим внимание на геометрические множес 

точек, т. е. попытаемся описать абстрактные модели окружающего 

человека реального (трехмерного) пространства и более простых его 

аналогов (двумерного и одномерного). Наделить эти множества ну:£ 

ной структурой удается благодаря установлению взаимосвязи его 

элементов с наборами чисел путем введения той или иной системы 

координат. Математическая суть введения любой системы коорди 

нат — это определенный способ построения взаимно-однозначного 

соответствия между множеством точек пространства и наборами 

чисел (обычно с некоторыми ограничениями). Богатство возможны* 

операций с числами позволяет определить и правила действий с та 

кими наборами. Некоторые из таких действий допускают содержа 

тельное истолкование и в терминах исходных геометрических мнО'

5.1.
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тВ Они-то и представляют наибольший интерес для математиче­

ского исследования.

СК Далее мы используем эту идею для множества векторов из тех же 

ге0метрических пространств. Из последующего описания понятия 

ектора нетрудно будет усмотреть, что это простейшее преобразование 

пространства, а именно — параллельный перенос. Поэтому матема­

тическое понятие вектора оказывается чрезвычайно эффективным 

а п п а р а т о м  описания геометрических фактов и законов физики.

В более общем, алгебраическом, смысле линейным векторным 

пространством называется множество L элементов любой природы, 

для любых двух элементов а и b которого определена сумма a + b е L 

и для каждого элемента а е L и действительного числа а  определено 

произведение аа  е L с соблюдением нескольких аксиоматических 

условий. Мы не будем приводить их полный перечень, а укажем лишь 

ради создания самых общих представлений, что речь идет о комму­

тативности и ассоциативности сложения, существовании нулевого 

и противоположного элементов и нескольких естественных правил 

умножения элемента на число.

Конструкции, связанные с комбинациями операций сложения 

и умножения элементов на число, называют линейными. Из преды­

дущего ясно, что среди всевозможных преобразований (отображений) 

векторных пространств именно линейные преобразования заслужи­

вают первоочередного рассмотрения.

5.1.1. Понятие о системах координат

Мы уже видели, что на прямой система координат вводится ука­

занием взаимно-однозначного соответствия ее точек множеству 

Действительных чисел, которое возникает после указания начала 

координат, положительного направления и единичного отрезка. 

В итоге геометрическая прямая превращается в числовую ось. Коор­

динатой каждой точки называют действительное число, ей сопо­

ставленное. Расстояние между любыми двумя точками а и Ь опреде­

ляется величиной \Ь - а\.

Такую систему координат часто характеризуют указанным на 

РИс- 56 направленным отрезком / —

Дальнейшем с этим отрезком мы 

Связываем так называемый единичный 
вехтор , или орт).

Для указания положения точки на 

°екости одной числовой осью не Рис- 56
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Рис. 57
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Рис. 58

обойтись, но достаточно взять две числовые оси, расположенные 

например, перпендикулярно друг другу (рис. 57).

Возникает так называемая декартова прямоугольная система 

координат. Заметим, что масштабы на осях координат Ох (она на­

зывается осью абсцисс) и Оу (она называется осью ординат) могут 

быть одинаковыми или разными. Точкам плоскости взаимно­

однозначно соответствуют пары чисел (х, у), называемых ее коорди­
натами.

Расстояние между двумя точками на плоскости А, (х,, у,) и А2(х2, у 2) 
определяется формулой

r(Ai,A2) = yJ(x] - х 2)2+(у,-У2)2-

Это очевидно из теоремы Пифагора (рис. 58).

Вместо того чтобы к оси Ох добавлять еще одну числовую ось, 

можно однозначно определить положение точки А на плоскости 

другим способом: указать направление на А из точки 0 с помощью 

угла ф (рис. 59) и расстояние г от точки 0 до А.

Числа г и ф называются полярными 

координатами точки А, г — поляр' 

ный радиус; ф — полярный угол. Со­

ответствие А <-» (г, ф) не является 

взаимно-однозначным, так как дЛ̂  

точки 0 полярный угол не определен» 

а парам (г, ф) и (г, ф + 2л) соответствУ| 

ет одна и та же точка. Поэтому обычН^ 

устанавливают ограничение:Рис. 59
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О < ф < 2л.

Связь полярных координат с декартовыми определяется очевид­

ными формулами:

|*  = rcosq>; 

[у = rsincp.

Для множества точек трехмерного пространства потребуется ис­

пользовать уже тройки чисел (координат). Взяв три взаимно перпен­

дикулярные оси с ортами /, у , к , получаем декартову прямоугольную 

систему координат для трехмерного пространства. Дополнитель­

ная ось 0г называется осью аппликат. Заметим, что существуют две 

различные конфигурации таких ортов, определяющие соответствен­

но левую (рис. 60) и правую (рис. 61) системы координат.

Условимся использовать в дальнейшем только правую систему.

Каждая пара координатных осей определяет координатную пло­

скость: в совокупности они разбивают все пространство на 

8 октантов.

Расстояние между точками А\(хи уь Z\) и А2(х2, у2, z2) определя­

ется формулой

r(A],A2) = J (x ] -х2)2 +0>,-у2)2 + U ,-z2)2 ■

Иногда для плоскости хОу фиксируют полярную систему коорди­

нат и добавляют координату z, связанную с осью 0z. Возникает так 

называемая цилиндрическая система координат для трехмерного 

пространства. Существуют и другие системы координат.
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*5.1.2. Преобразования координат

Предположим, что тип системы координат выбран (декартова, 

полярная или др.). Однако этим еще не исчерпана вся свобода вы­

бора: можно, например, изменять начало координат, расположение 

оси Ох. При этом одна и та же точка пространства будет изменят 

свои координаты. В итоге конкретное множество точек пространства 

(т. е. фигура) может оказаться представленным более простыми или 

более сложными соотношениями координат (уравнения, неравенства 

и т. п.). Таким образом, преобразования системы координат могут вы­

ступить в роли математического инструмента исследования фигур

Простейший класс преобразований — линейные. Мы рассмотрим 

их для декартовой системы координат на плоскости. Обозначим 

буквами х, у координаты точки М  в старой (исходной) системе ко­

ординат, а х' и у' — в новой (рис. 62).

В общем виде линейная связь между ними задается формулами

х = а0 +ci\x' + а 2у'\ 

y = b0+b]x' + b2y'.

Рассмотрим важные частные случаи такой связи. Пусть

j  х = а0 + х';

\у = Ь0+у'.

Ясно, что в этом случае новые координаты любой точки М  от­

личаются от старых на постоянные величины а0 и Ь0. Такое преоб-

м

«о

Рис. 63
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зование называется параллельным переносом (рис. 63). При Ь$ - О 

Происходит параллельный перенос (сдвиг) вдоль оси Ох, при

_ о — вдоль оси Оу.
й>"

Пусть

У = ь2у '

и для простоты о, > 0, Ь2>0. Тогда координата х любой точки М  из­

меняется в а\ раз, а координата у — в Ь2 раз. Это преобразование 

растяжения. Если b2 = 1, то растяжение происходит только вдоль 

оси Ох, а при а, = 1 — только вдоль оси Оу. В частном случае, когда 

Д| = £2= к, данное преобразование называется гомотетией с коэф­

фициентом к. При гомотетии длина любого отрезка (и расстояние 

между любыми двумя точками Л/, и М2) изменяется в к раз.

Рассмотрим теперь поворот системы координат (рис. 64) на

угол ф. Для простоты ограничимся случаем 0 < ф < ̂  (для других про­

межутков рассуждения проводятся аналогично). Заметим, что 

х = |04| = |0Я| - \АВ\, у = \АМ\ = \АС\ + \СМ\ и ZA0D = Z.CMD = <р 

(как углы со взаимно перпендикулярными сторонами). Далее 

|02?| = х 'с о зф ; \АВ\ = \CD\ = у 'в т ф ; \АС\ = \DB\ = х 'в т ф ; 

\СМ\ = у'С08ф.

Поэтому

"х = х'С08ф-у'8Шф; 

у = х 'зтф  + у'совф.

рИс. 64
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Это и есть формула изменения координат точки при повороТе 

системы координат на угол <р.

Часто рассматривают комбинации приведенных ранее преобра. 

зований; в случае, когда это комбинация параллельного переноса 

гомотетии и поворота, говорят о преобразовании подобия. При это^ 

прямолинейные отрезки преобразуются в прямолинейные отрезки, 

углы между ними не изменяются, а длины изменяются в соответствии 

с коэффициентом гомотетии.

Аналогичные преобразования можно определить и для трехмер. 

ного пространства.

*5.1.3. Построение графиков функций 
методом преобразования

Пусть уже известен вид графика функции у = Дх). Ставится за­

дача построить график функции у = а ■ f[bx + с) + d, где а, Ь, с, d — 

фиксированные числа.

Для ее решения полезно воспользоваться описанными в подра 

5.1.2 идеями преобразования системы координат.

В самом  деле, запишем формулу для функции в виде

У = а / b\ х + — + d . Тогда становится очевидным, что ее график

будет отличаться от графика функции у = а / Ь\ х + - сдвигом

вдоль оси Оу на величину d (если d > 0, то график поднимется вверх 

на d, если d < 0, то опустится вниз на \d\).

Коэффициент а показывает, что происходит растяжение графика

с
У = / b\ х + - вдоль оси Оу в \а\ раз (при

\а\ < 1 на самом деле происходит сжатие) 

При этом, если а < 0, дополнительно про­

исходит преобразование симметрии от­

носительно оси Оу (пример на рис. 65, 

исходный график изображен сплошной 

линией, а преобразованный — штрихо­

вой).

С р а в н и в а я  г р аф и к и  функции  

с
У = / b х + - и функций у = f(bx )>

чкезамечаем, что первый отличкется от вто­

рого сдвигом вдоль оси Ojc на величину
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£  Действительно, если вторая

1 )
нкиия принимает какое-то значение 

в точке х0, то первая имеет то же зна­

н и е  в точке х', удовлетворяющей ра­

венству х' + |  = х0, т.е. х' = х0- ^ .

Аналогично обнаруживаем, что 

смысл коэффициента b — растяжение

вдоль оси Ох с коэффициентом —. Если,

например, b = 2, то происходит сжатие

в два раза при условии, что мы переходим от графика у =Лх) к гра­

фику у =ЛЬх).
Ясно, что при b < 0 происходит дополнительное преобразование 

симметрии относительно оси Оу, поскольку роли положительных 

значений х и отрицательных при вычислении значений функции 

меняются на противоположные (см. пример на рис. 66).

В общем случае построения графика y = a f b х  + - + d на

основе графика у =/{х) следует выполнить последовательность опи­

санных ранее частных случаев преобразований со строгим соблюде­

нием их порядка:
1) производим растяжение вдоль оси Ох в соответствии с коэф­

фициентом —;
Ь

2) осуществляем сдвиг вдоль оси Ох на величину

3) производим растяжение вдоль оси Оу с коэффициентом а\

4) выполняем сдвиг вдоль оси Оу на величину d.
Пусть, например, требуется построить график функции

у = cos Зх + 7з sin Зх.

Эту задачу можно было бы решить методом сложения графиков: 

Построить на одном чертеже графики у, = cos Зх и у 2 =V3sin3x, 

а затем для достаточно большого набора избранных значений 

х найти геометрическим сложением отрезков суммы у, + у2, т.е. 

°тДельные точки искомого графика. Но мы воспользуемся другим 

Приемом.
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Имеем

у = cos Зх + \/з sin Зх =

1
cos3x + -

7з
rsin3x

=  2 1 ,  7з .
—cos3x + — sinx
2 2

= 2 sin—cos3x + cos—sin3x =

= 2sin^ 3x + ̂  J = 2sin 3 x + —
I 18,

Теперь замечаем, что график данной функции может быть получен 

из графика функции у = sinx следующими преобразованиями: сжа­

тием вдоль оси Ох в три раза, сдвигом полученного графика влево на

— , растяжением вдоль оси Оу в два раза (рис. 67).
18

ВЕКТОРЫ

Будем рассматривать на плоскости или в трехмерном пространстве 

отрезки прямых АВ, один из концов которых называется начало: 

А, а другой — концом В. Ясно, что каждый из таких отрезков хараК' 

теризуется длиной | АВ | и направлением.

106



Объединим в один класс все от- 

е3ки, имеющие одинаковую длину 

Р 0дНО и то же направление, т.е. все 

Иаправленные 0ТРезки, которые мо- 
гут быть преобразованы друг в друга 

параллельным пеРеносом (Рис- 68).

Каждый из таких классов называют 

вектором. Иногда говорят — свобод­

ным вектором, желая подчеркнуть, 

что выбор начала А для направлен­

ного отрезка — представителя векто­

ра — безразличен. Обычно в качестве ' 

представителя выбирают отрезок с началом в точке 0, т.е. начале 

координат.

Векторы изображают направленными отрезками и обозначают 

так же, как направленные отрезки: АВ или АВ, или с использова­

нием одной малой буквы: а или а. Длина вектора обозначается | АВ \ 

или \ а\.
Вектор, длина которого равна 1, называется ортом. Чаще всего 

рассматривают орты для координатных осей, и направление орта 

совпадает с положительным направлением соответствующей коор­

динатной оси. В трехмерном пространстве стандартное обозначение 

ортов: /, j ,  к . Вектор, длина которого равна нулю, называется нуле­

вым-, направление нулевого вектора не определяется.

Векторы, имеющие одинаковое направление (но, возможно, раз­

ную длину), называются коллинеарными, а лежащие в одной пло­

скости — компланарными.
Векторы можно рассматривать, не связывая их с какой-либо 

системой координат. Но если она введена, то появляется возмож­

ность рассматривать проекции вектора на координатные оси. Если, 

например, на плоскости вектор задан началом Л(хь У|) и концом 

В{хъ у 2), то проекция вектора на ось Ох равна (х2- Х|), а на ось Оу, 

аналогично, (у2- у\). Ясно, что параллельный перенос не изменяет 

Указанных проекций, т.е. проекции можно вычислить для любого 

конкретного направленного отрезка, представляющего данный

вектор.

Из теоремы Пифагора следует, что длина вектора на плоскости 

м°Жет быть вычислена по формуле

М =  \J(X2~X\)2 + (у2~ У \)2

Аналогично в пространстве
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\a]r^(X2 -Xl)2+(y2-yi)2+(Z2 -Z\)2

(поскольку | a | совпадает с длиной диагонали прямоугольного парал­

лелепипеда, образующие которого: |х2-х, |,|ĵ 2 ~-Vi \,\Z2~Z\ I).

Введя в рассмотрение угол а (рис. 69), замечаем, что проекцщ 

вектора а на ось 0.x равна | а | cosa, а на ось Оу: | а | sina или | а | cosp 

Величины cosa и cosp называют направляющими косинусами 

Очевидно: cos2a + cos2p = 1. Аналогично в трехмерном простран­

стве направляющие косинусы вектора связаны соотношением 

cos2a + cos2p + cos2у = 1, где a, р, у — углы, которые вектор образуе 

с осями координат.

Понятно, что совокупность проекций вектора на все координат 

ные оси однозначно определяет вектор. Поэтому векторы на плоско­

сти можно отождествлять с парами чисел (х , у), а в пространстве — 

с тройками: (х, у, z). Можно даже рассматривать векторы (в «-мерном 

пространстве), заданные наборами из п чисел: (хь х2, ..., х„). Для 

векторов вводятся некоторые операции. Прежде всего, сложение: на 

рис. 70 показано, как возникает сумма двух векторов а и Ъ (читатель 

легко сформулирует соответствующее текстовое определение — пра­

вило).

Тот же результат суммирования возникает, если воспользоваться 

правилом параллелограмма (рис. 71).

Векторы можно вычитать: разностью а - b векторов а и В на 

зывается вектор с ,  такой, что с+ Ь = а . На рис. 72 показано, как 

геометрически изобразить разность векторов. Сложение векто­

ров коммутативно, т.е. а +Ь =Ъ + а , и ассоциативно, т.е 

а + (Ь +с) = (а + Ь) + с .



Рис. 72

Векторы можно умножать на действительное число: произведе­

нием вектора а на число X называется вектор Ха, длина которого 

|̂|| а\, а направление совпадает с направлением а, если X > 0, и про­

тивоположное, если X < 0.

На основе введенных операций можно выражать одни векторы 

через другие. В частности, любой вектор представйм в виде линей­

ной комбинации ортов для координатных осей. На плоскости такое 

разложение вектора имеет вид a = xi + y j, а в пространстве — 

a = xT + yj + zk. При этом числа х, у, z оказываются проекциями 

вектора на координатные оси, т.е. это координаты вектора.

Введенные ранее операции сложения векторов и умножения век­

тора на число удовлетворяют всем требованиям, которые предусма­

триваются аксиомами линейного пространства. Однако для множе­

ства векторов на плоскости и в трехмерном пространстве можно 

существенно обогатить структуру, определив еще несколько операций, 

называемых произведением векторов.
Первая из них называется скалярным произведением. Термин 

«скалярное» означает, что в результате перемножения двух векторов 

я и Ь получается число (ab ), которое по определению равно 

(ab) = \a\-\b Icostp, где <р — угол между векторами а и Ь. Иногда ска­

лярное произведение обозначают символом а -Ь.
Из определения очевидно, что скалярное произведение векторов 

оказывается равным произведению длины одного из них на проекцию 

Другого вектора на ось, определяемую первым вектором.

Скалярное произведение коммутативно: (ab) = (ba)\ числовой 

Множитель можно выносить за знак скалярного произведения: 

СХаЬ) = цьа) = (аХЬ) и верно равенство, связанное с суммами векто- 

Ров: ((a +b)c) = (ac) + (bc).
Рассмотрим несколько примеров и частных случаев.

Если вектор а умножить скалярно на себя, то, учитывая, что ср = 0 

и Поэтому cos <р = 1, получим (аа) = \а\ ■



cos ф = 0, то (ДЬ) = 0. Верно и обратное утверждение. Таким образом 

обращение в нуль скалярного произведения — это признак взаимно^ 

перпендикулярности (ортогональности) двух_векторов.

В частности, для ортов имеем: (//) = 1; ОУ) = 0; (/А:) = 0; (у£) = о 

и т.п.

Предположим теперь, что векторы а и b представлены свои 

ми разложениями по ортам: о = х :/ + yxj  + Z\k и b = x 2i +y2J +Z2k 
Тогда, учитывая предыдущие свойства, после перемножения раз­

ложений находим

(ab) = x ix2+yiy2 + z iz2■

В частности, признак ортогональности векторов, заданных 

своими координатами a(xu yx,Z\), b{x2,y 2,z 2), выглядит так:

Попутно заметим, что если два ненулевых вектора а и Ь колли- 

неарны, то а -Xb, где X — некоторое число. Значит, аналогичные 

равенства будут верны и для координат вектора: jc , = Хх2; ух = Ху2, 
Z\ = Xz2. Поэтому

Это признак коллинеарности двух векторов, заданных своими 

координатами. В этой записи столько уравнений, сколько знаков 

равенства, т.е. два. А сама запись требует некоторых оговорок. Дело 

в том, что какие-то координаты вектора могут оказаться нулями, 

например у2 = 0 и (или) z2 = 0, но хотя бы одна координата отлична 

от нуля (иначе вектор был бы нулевым). Но делить на нуль нельзя 

Поэтому ради сохранения единой простой записи условия коллине­

арности примем следующее условие: если какой-то знаменатель об­

ратился в нуль, то это означает обращение в нуль и соответствующе­

го числителя. Например, вектору (х,, уи 0) может быть коллинеарен 

только вектор (х2, у2, 0).

Предположим, возникает задача найти угол между двумя векто­

рами. Это легко сделать с помощью скалярного произведения:

*i*2 + У\У2 + Z,Z2 = 0.

* 2 У 2 Z 2

(ab) _ х ,х2 +y,y,+z,Zi
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( зная косинус, можно найти ф через арккосинус соответствующего

числа. _ _
другая разновидность произведения векторов а и b — так назы-

аеМое векторное произведение [ab\, результатом которого является

вектор, определенный следующими условиями:

а) длина вектора [ab]_равна площади параллелограмма, постро­

енного на векторах а  и Ь\

б) вектор \ab\ ортогонален векторам а и Ь и направлен в ту сто­

рону, с которой поворот от вектора а к вектору b по кратчайшему 

пуТи виден против хода часовой стрелки (рис. 73).

Иногда векторное произведение обозначают символом axb. 

Укажем в качестве примера, что [i]\ = k\ [7П = -£; и т.д.

(рис. 74).

Для коллинеарных векторов такое произведение будет равно ну­

левому вектору (так как ф = 0). В частности, [/ i\ = \Jj\ = [kk\ = Q.

Ясно, что векторное произведение не является коммутативным: 

при изменении порядка перемножаемых векторов произведение 

меняет знак:

[ab] = -[ba].

Если векторы заданы в координатной форме, то, пользуясь свой­

ством векторного произведения, нетрудно получить формулу

[ab\ = [ x j  + y lj  + Z]k )х

х (х 2Г + y 2j  + z2k )  =

= {y\Z2- Z \ y2 )Г - (х ,г 2- z ,x 2 ) j  +

+(х\у2-у\Х2)к.
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Несколько опережая логику проводимых рассуждений, замети^ 

что эту формулу легко запомнить, если воспользоваться специально^ 

записью ее в виде так называемого определителя.

/' j  к 

[ab}= х, у | Z]

х2 У2 Z2

(смысл такой записи будет разъяснен в подразд. 5.3.3).

Иногда используют и еше один вид произведения векторов — 

смешанное, которое является комбинацией скалярного и векторно­

го произведений для тройки векторов а, b ,c  \ (abc) = (\ab]c).

Укажем без доказательства, что в терминах смешанного произ­

ведения удобно сформулировать признак компланарности трех 

векторов (т.е. расположенных в одной плоскости): (abc) = 0 или 

в координатной форме

где a{xu yu zx), b(x2,y2,z 2), с(х3,у3, z3).
Мы снова употребили запись определителя, как выяснится далее 

(см. подразд. 5.3.3), весьма удобную.

Ранее были рассмотрены некоторые нечисловые множества, на­

деленные достаточно богатой структурой, для того, чтобы эффектив­

но использовать ее в математических моделях: точки пространства, 

представимые благодаря введению системы координат в виде наборов 

чисел, и векторы — объекты, которые характеризуются комбинаци­

ей числовой характеристики (длина вектора) и направления.

Сравнимо с ними по значению в математике еще одно множество» 

элементами которого являются так называемые матрицы. Структуры» 

которыми наделено это множество, оказываются очень удобным

X, у, г, 

х 2 У 2 Z2 =0, 

*3 Уз

АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ АППАРАТ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

5.3.1. Матрицы
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цаРаТОМ Решения РяДа алгебраических задач, в частности решения 

аПстеМ линейных уравнений.

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, состоящая

из"2
строк и п столбцов: А =

а \2 •• а\п

а22 ■ а 2п

ат2 ®тп
Ее элементы — числа ау, i = 1, ..., т\ j  = 1, п. Здесь первый 

индекс / указывает номер строки, в котором расположен элемент, 

я / — номер столбца. Числа т и п  указывают размер матрицы.

'* 0 Зч
Например, в матрице две строки и три столбца;

2 1 0у

Д)2= д2з= a w - а72~ 1; а \ъ= 3; o2i = 2.
Если т  = п, то матрица называется квадратной. Например, 

О 1 2N

3 2 1 — квадратная матрица размера 3.

-1 0 0,

Матрицы можно умножать на число (умножая все элементы матри­

цы на это число). Матрицы одинакового размера можно складывать 

(суммируя элементы с одинаковыми индексами). Однако данными 

операциями не ограничиваются возможности структурирования мно­

жества матриц: для некоторых классов матриц (например, квадратных 

с одинаковым размером) вводится понятие их произведения; результа­

том является некоторая матрица (в случае квадратной матрицы — того 

же размера). Ее элементы находятся по довольно сложному правилу 

(которое здесь не рассматриваем). Произведение матриц оказывается 

некоммутативным, т.е. в общем случае АВ *■ ВА.
Вводится понятие обратной матрицы А~' к данной квадратной 

матрицей. Основное ее свойство: ААЛ = А~'А = Е, где Е  — единичная 

матрица вида

п

о

О О ... 1

У матрицы Е  по диагонали стоят единицы, а все остальные эле­

менты — нули. Свойство единичной матрицы: ЕА = АЕ  = А.

Обратная матрица Л 1 существует для любой квадратной матрицы 

’ если она невырожденная (см. подразд. 5.3.3). И существуют алго­
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ритмы для компьютеров, позволяющие вычислять А~\ Это позвол» 

ет весьма эффективно решать системы алгебраических линейны» 

уравнений, даже не располагая детальной информацией о том, ^  

матрицы перемножаются и каковы формулы для нахождения А '1, ц0 

используя готовые компьютерные программы. Поясним суть этого 

метода.

В общем случае система линейных уравнений имеет вид

а их , +апх2 + ... + a i„xn=bl-,

а 2\х \ +022*2 +- + «2 пХ„=Ь2;

Если число уравнений оказывается равным числу неизвестных 

(т = п), то матрица коэффициентов этой системы А =

М л

оказывается квадратной. Согласно правилу перемножения матриц 

(мы его не обсуждаем) такую систему можно записать в матричном

1
[Ц

IM

виде: АХ = В, где X  — столбец из неизвестных: X  =

'  Ь

, а В — стоЛ'

бец свободных членов В =

\Ь » J

Если удалось найти матрицу А~\ обратную к А, то А~'АХ = А~'В

и, учитывая, что А~'А = Е  и EX = X, получаем X  = А 'В.

Таким образом, реализовав компьютерную программу нахождения 

обратной матрицы А 1 для матрицы А исходной системы уравнений 

и программу перемножения матриц/!4 и В, найдем решение исходной 

системы в виде столбца X.

5.3.2. Метод Гаусса

Описанный метод решения системы уравнений неприменим, еслй 

т  ф п.

Однако существует универсальный метод, предложенный Гауссов 

и называемый еще методом исключения переменных. Для любой 

линейной системы уравнений он позволяет:



найти единственное решение, если оно существует;

у к а з а т ь  способ нахождения любого числа решений, если их суше-

* с т в у е т  бесконечно много;

( выяснить, что решений не существует, если их на самом деле нет.

Оказывается, что иных ситуаций, кроме трех перечисленных, для 

инейных систем быть не может.

Суть метода Гаусса. Из первого уравнения системы выражаем 

оДну переменную через остальные. Это всегда возможно, если в левой 

части уравнения есть хотя бы один член с коэффициентом, отличным 

0т нуля. Если такового нет, то возникает либо противоречие при 

условии Ь\ ф 0, и, значит, система решений не имеет, либо тожде­

ственное равенство 0 = 0, которое можно исключить из рассмотре­

ния.
Подставляем эту переменную во все остальные равенства, которые 

образуют линейную систему с меньшим числом переменных. Для 

этой системы повторяем описанную выше процедуру и так далее, 

сокращая на каждом шаге число рассматриваемых переменных.

Ясно, что на каком-то шаге может возникнуть противоречивое 

равенство. Тогда делаем вывод: исходная система решений не 

имеет.

Может случиться, что на последнем шаге возникнет равенство 

вида cXj — Ь, где с ф 0, ах, — какая-то из переменных. Из него можно 

найти единственное значение х,. Из равенства, возникшего на пред­

последнем шаге, находится единственное значение еще одной пере­

менной, и так далее находятся единственные значения всех пере­

менных. В этом случае исходная система имеет единственное реше­

ние.

Наконец, возможен случай, когда на последнем шаге возникло 

линейное уравнение, в котором есть несколько переменных с коэф­

фициентами, отличными от нуля. Одну из этих переменных можно 

ВьФазить через остальные (их называют свободными). Придавая по­

следним любые фиксированные значения, можно повторить опи­

санную выше процедуру нахождения значений остальных перемен- 

ных. Ясно, что у такой системы бесконечно много решений, любое 

ЧИсло которых может быть найдено путем фиксирования произволь­

ных конкретных значений свободных переменных.

Поясним метод Гаусса примерами: 

x + 2y + z = -\\

1) \ 2x + 7y-z = 4-, 

lx-5y + 2z = -\.

115



2)

Подставляя выражение х через остальные переменные во второ- 

и третье уравнения, записываем систему в виде 

r x + 2y + z = -l; 

y-z = 2; 

r U y- z = 2.

Находим у из второго уравнения и подставляем в третье: 

x+2y + z = - l;

У~г = 2;

-12^ = 24,

т.е. z = -2 и тогда (из второго уравнения)у  = 0 и, наконец (из nepei 

го уравнения): х = 1. Система имеет единственное решение.

' x + 2y + z = -\;

2x + 4y + 2z = 1;

Зх - 5у + 2z = -1.

Подставляя выражение х во второе уравнение, замечаем, что оно 

предстает в виде -2 = 1. Возникло противоречивое равенство, т.е 

система не имеет решений.

r x + 2y + z = -1;

2x + 4y + 2z = -2;

3x-5y + 2z = -l.

Рассуждая по прежней схеме, преобразуем систему к виду 

' x + 2y + z = -1;

0 = 0;
- l l y+ Z  = 2, 

т.е. исходная система эквивалентна 

х = -1-2 y-z\

-z = 2 + \ly.

Переменная у — свободная, придав ей любое значение (например 

у = 0), находим  решение системы (у = 0, z = 2, х = -3). Исходная 

система имеет бесконечно много решений.

5.3.3. Определители

Для квадратных матриц вводится понятие определителя. ОпреД®' 

литель матрицы А — это число, обозначаемое \А\, или в более поД

3)
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ро
бной записи \А\=

« I I  • • « 1 л ' « п  • « 1 л

, где А =

«  л I •• « я л ч « л 1 •• « я л ,

, которое

нахоДИтся по следующему правилу:

если матрица^ содержит всего один элемента,,,то |а,,| = «п,т.е. ее 

определитель совпадает с данным элементом;

, если размер матрицы А равен п, то ее определитель можно вычис­

лить в виде линейной комбинации п определителей (п - 1)-го по­

рядка

а \ \ А \  \ 12Л12 + « i 3^ i 3 ~ — + ( - l ) " +[ai„/ii„,

где/!,,- — определитель матрицы, которая возникнет, если из матри 

цы А вычеркнуть первую строку и /-й столбец.

«II «12 I I  | |
- О , , \а 22\ «12 | «21 | ~  «1 1 «2 2  ~ « 1 2 « 2 1

«2 1  « 2 2
Здесь |а22| — определитель матрицы (а22) и |а2, 

матрицы (а2|).

Аналогично

Например, а , ,а 2

определитель

«11 «12 «13

« 2| «22 «23

«31 «32 «33

*П« 22«33 - « , ,«

« 22 « 23 «21 «23
+ «13

«21 «22
= «11 -«12

«32«32 «33 «31 «33 «31

*12“ 21“ 33 М2«23«31 «13“ 21“ 32 -«13«22« 3|.

Заметим, что определитель второго порядка вычисляется как раз­

ность произведений элементов по диагоналям матрицы, а члены 

определителя третьего порядка можно выписать по схеме, обозна­

ченной на рис. 75.
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Например,

1 0 -1 

О 2 1 

- 1 0  3

=  1 • 2 - 3 -ь 0 - 0 • (— 1) +  0 • 1 • (—1) — (— 1) • 2 • (—1) — 1 1 0  — 0-0-3;

= 6-2 = 4.

. Таким образом, в отношении перечисленных ниже

Можно доказать, что определители обладают следующими свой, 

ствами:

■ определитель не меняется, если его строки заменить столбцами 

с соответствующими номерами. Соответствующая операция дЛ

1 2 3

матриц называется транспонированием. Например, 4 5 6

7 8 9
1 4 7

= 2 5 8

3 6 9

свойств определителя его строки и столбцы «равноправны»;

■ при перестановке двух строк (столбцов) местами определитель 

меняет знак на противоположный;

■ если определитель имеет две одинаковые строки (столбца), то он 

равен нулю;

■ общий множитель элементов некоторой строки определителя 

можно выносить за знак определителя;

■ определитель, имеющий строку, состоящую из одних нулей, равен 

нулю;

■ определитель не изменится, если к любой его строке прибавить 

линейную комбинацию остальных его строк. Например,

(мы добавили к первой строке вторую,

)

умноженную на -2).

Квадратная матрица, определитель которой отличен от нуля, НЗ' 

зывают невырожденной, и вырожденной — в противоположной 
случае.

Пусть теперь дана система линейных уравнений с квадратной 

невырожденной матрицей. Тогда существует метод ее решения по та* 
называемому правилу Крамера:

2 0 I 0 0 3

I 0 -I = I 0 -I

3 I 2 3 I 2
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Здесь А ф 0 — определитель матрицы системы, АХ] — определитель 

аТрииы. которая возникает из матрицы системы, если первый ее 

^толбеи заменить столбцом свободных членов. Аналогично для АХ2, 

д . Эти правила мы приводим без доказательства.

Таким образом, при А ф 0 линейная система имеет единственное

х х +х2 +2 * 3  =1;

реш ение. Например, для системы 2 .x , — jc3 = 0 ;  

х7 -х , =0

определитель

1 -1 2 

2 0 - 1  
0 1 -1

= 4 + 1- 2 = 3*0. Поэтому ее решение единственно:

х ,=-

1 -1 2 
0 0 - 1  
0 1 -1

1 1
х2=- 

3 2 3

1 1 2

2 0 - 1  

0 0 - 1

1 -1 1

2 0 0 

0 1 0

Система линейных уравнений называется однородной, если все 

Ь, = 0 (т.е. столбец свободных членов состоит из одних нулей). Если 

хотя бы одно bj * 0, то система называется неоднородной.

У однородной системы одно решение заведомо существует: х, = 0 

для /' = 1, ..., п. Такое решение называют тривиальным. Из предыду­

щего ясно, что нетривиальные решения у такой системы будут суще­

ствовать только при условии А = 0.



Г л а в а  6

ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
ГЕОМЕТРИИ

ПОНЯТИЕ О СТЕРЕОМЕТРИИ

С древних времен геометрия изучала свойства реального пр 

странства или, в современной терминологии, его структуры. Перв! 

начально источником геометрических сведений был опыт человека, 

но постепенно дедуктивные методы становились преобладающим 

в геометрии начали господствовать, по сути, аксиоматические опре 

деления основных понятий, логический вывод, доказательства. 

В результате возникла геометрия, называемая евклидовой (по имени 

греческого ученого Евклида — III в. до н.э.), которая описывает 

свойства фигур на плоскости и в трехмерном пространстве, вполне 

согласуясь с опытом человека.

Однако опыт ограничен и не определяет однозначно исходных 

математических структур, на которых может строиться геометри 

Например, математическая прямая бесконечна, но человеку всегда 

доступно рассмотрение лишь конечного промежутка ее реального 

аналога; математическая линия не имеет ширины в отличие от любой 

своей реальной модели и т.д. Поэтому, варьируя систему исходных 

аксиом, возможно строить различные геометрии, отличные от евклИ' 

довой. Они тоже могут не противоречить опыту, например, по той 

причине, что на относительно небольших областях пространства маЛ° 

отличаются от геометрии Евклида. И более того, именно неевклиД0' 

вы геометрии часто оказываются адекватными закономерностям 

строения отдельных подсистем реального мира (например, в условИ 

ях микромира, особо сильных магнитных или гравитационных полей' 

при рассмотрении фигур на некоторых поверхностях, скажем Н' 

сфере). Поэтому современная геометрия предстает в богатом много
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а3ци теорий, различных интерпретаций и средств используемого 

тематического аппарата.

N*a g данной главе речь пойдет в основном о евклидовой геометрии, 

торая интерпретируется в терминах описанного ранее метода ко- 

*рдинат и векторов. Соответствующий раздел математики обычно 

Называют аналитической геометрией. Ее специфика в том, что гео­

метрические фигуры (прямые, плоскости, линии и т.д.) представля­

ется в виде аналитических соотношений между переменными, т.е. 

числовыми функциями, уравнениями, неравенствами и их система­

ми- В результате все богатство взаимосвязей оперирования такими 

соотношениями может быть использовано для исследования свойств 

соответствующих им фигур.

При аксиоматическом определении аналитической геометрии 

в качестве первичных объектов рассматриваются точки, прямые 

и плоскости. Первичные свойства и взаимосвязи этих объектов за­

даются аксиомами. В школьном курсе математики такие аксиомы 

уже рассматривались по отношению к фигурам на плоскости. Этот 

раздел геометрии называют планиметрией. Напомним лишь, что 

можно выделить несколько групп таких аксиом:

1) аксиомы связи, которые определяют соотношения между пер­

вичными объектами (например, «для любых двух точек А и В суще­

ствует прямая, проходящая через каждую из точек А и В» или «су­

ществуют по крайней мере три точки, не лежащие на одной пря­

мой»);

2) аксиомы порядка, которые определяют взаимоотношения 

между несколькими точками, расположенными на прямой (например, 

типа «лежит между»: «каковы бы ни были точки А и С, существует 

по крайней мере одна точка В на прямой АС, такая, что С  лежит 

между А и В»)\

3) аксиомы конгруэнтности {равенства), которые формулиру­

ются по отношению к отрезкам (фигурам, которые определяются 

нарой точек на прямой): например, «каждый отрезок может быть 

°Днозначно отложен на любой прямой по любую данную сторону от 

лЮбой ее данной точки»;

4) аксиомы непрерывности (их варианты рассматривались 

в подразд. 2.5);

5) аксиома параллельности, суть которой в утверждении, что 

сУЩествует только одна прямая, параллельная данной и проходящая 

ЧеРез данную точку.

В строгих математических теориях показано, что все известные 

Факты планиметрии — геометрии Евклида для плоскости — могут



быть получены как логические следствия указанной системы аксиоц, 

Заметим также, что известно несколько эквивалентных варианту 

такой аксиоматики.

Обратим внимание на аксиому параллельности. Оказывается, чТо 

если присоединить к остальным аксиомам ее отрицание, то возни^ 

нет непротиворечивая аксиоматика, определяющая так называем^ 

геометрию Лобачевского (по имени впервые открывшего ее в сере, 

дине XIX в. Н. И. Лобачевского). Эта геометрия математически сто.щ 

же безупречна, как и геометрия Евклида, и находит прикладное ис- 

пользование, например, в моделировании микромира и теории от­

носительности при исследовании взаимосвязей пространства и вре. 

мени. Реализуется ли она в окружающем человека трехмерном про- 

странстве — вопрос открытый, поскольку, как показывают некоторые 

астрономические расчеты, различия в вычислениях по ее формулам 

и формулам евклидовой геометрии меньше точности существующих 

измерительных приборов.

Многие положения геометрии Лобачевского поистине удивитель­

ны. Например, сумма углов треугольника всегда меньше 180°; по­

добные треугольники обязательно равны; две прямые, имеющие 

общий перпендикуляр, не являются параллельными, а расходятся 

друг от друга, как искривленные линии.

Существуют и другие неевклидовы геометрии. Упомянем, напри­

мер, геометрию Римана, которая реализуется на сфере. Аксиоматика 

этой геометрии отличается от евклидовой аксиоматики еще одной 

аксиомой: через две различные точки может проходить более одной 

прямой. Заметим, что роль прямых на сфере играют большие (диа­

метральные) окружности — они пересекаются в двух диаметрально 

противоположных точках сферы. Сумма углов треугольника в этой 

геометрии больше 180°.

Обратимся теперь к геометрии трехмерного пространства, или 

к стереометрии. Здесь возникает еще один класс первичных объ­

ектов — плоскости. Аксиоматика стереометрии состоит из тех 

классов аксиом, что и для планиметрии. Однако набор аксиом в не­

которых классах расширяется. Основная суть добавленных свойств 

состоит в следующих положениях:

а) какова бы ни была плоскость, существуют точки, принадлежа' 

щие этой плоскости, и точки, не принадлежащие ей;

б) если две различные плоскости имеют общую точку, то оНИ 

пересекаются по прямой, проходящей через эту точку;

в) если две различные прямые имеют общую точку, то через нй̂ 

можно провести плоскость, притом только одну.
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pje приводя соответствующих доказательств, укажем на следствия 

(веденных аксиом (интуитивно очевидные).

^ С л е д с т в и е . Через прямую и не лежащую на ней точку можно 

оВести плоскость и притом только одну.

^  одно из важнейших понятий в стереометрии — параллельность. 

л е прямые называются параллельными, если они лежат в одной 

лосКости и не пересекаются (т.е. не имеют общих точек). Прямая 

называется параллельной плоскости, если она не имеет с плоскостью 

обших точек; две плоскости называются параллельными, если они 

не пересекаются.

Из простейших пространственных представлений ясно (и это 

легко доказать строго), что справедливы следующие утверждения:

а) через точку, лежащую вне данной прямой, можно провести 

прямую, параллельную этой прямой, и притом только одну; анало­

гично через точку, лежащую вне плоскости, можно провести пло­

скость, параллельную данной, и притом только одну;

б) плоскость и не лежащая в ней прямая параллельны, если в этой 

плоскости найдется прямая, параллельная данной прямой;

в) если плоскость параллельна двум пересекающимся прямым, 

лежащим в другой плоскости, то эти плоскости параллельны;

г) если две параллельные плоскости пересекаются третьей, то 

прямые, возникающие в пересечении, параллельны.

Отрезки параллельных прямых между параллельными плоскостя­

ми равны.

Другое важнейшее понятие в стереометрии — перпендикуляр­

ность. Прямая называется перпендикулярной плоскости, если она 

перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости и про­

ходящей через точку пересечения исходной прямой и плоскости.

Легко видеть, что для проверки факта перпендикулярности прямой 

и плоскости достаточно убедиться, что она перпендикулярна хотя бы 

Двум непараллельным прямым, лежащим в плоскости (рис. 76).

Две прямые, перпендикулярные 

°Дной и той же плоскости, парал­

лельны.

Пусть точка В расположена вне 

плоскости а  (рис. 77). Если прямая 

перпендикулярна плоскости а,

°трезок \ЛВ\ называется перпен- 

“кУляром, опущенным из точки 

плоскость а. Если точка С  не 

вПадает с точкой А, то прямая ВС  р ис. 76
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резок \АС\ называется проекцией наклонной.

Справедлива следующая теорема о трех перпендикулярах.

Т е о р е м а .  Если прямая перпендикулярна проекции наклонной 

то она перпендикулярна и наклонной; если прямая перпендикулярна 

наклонной, то она перпендикулярна и ее проекции (см. рис. 77). ■

Рассмотрим теперь две плоскости а  и (5 , пересекающиеся по не­

которой прямой. Проведем через произвольную точку этой прямой 

плоскость, которая ей перпендикулярна. Она пересекает исходные 

плоскости по двум (пересекающимся) прямым. Если последние пер­

пендикулярны, то плоскости а  и (3 называются перпендикулярными 
(рис. 78).

Легко показать, что плоскость а , проходящая через прямую, пер­

пендикулярную плоскости р, будет перпендикулярна плоскости р . '

Понятия параллельности и перпендикулярности используются 

при изображении пространственных фигур на плоских чертежах. Для 

этого выбирают три определенные плоскости, например координат­

ные, и проектируют фигуру на эти плоскости, опуская перпендику­

ляры из точек фигуры на плоскости.

При таком проектировании прямолинейные отрезки изобража­

ются прямолинейными отрезками (для их построения достаточно 

найти проекции всего двух концевых точек). Параллельные отрезки 

изображаются на плоскости чертежа параллельными отрезками- 

Длина отрезка в общем случае не сохраняется, однако сохран яет ся  

отношение длин отрезков, расположенных на одной прямой (или на 

параллельных прямых). Рисунок 79 иллюстрирует вид трех проекций 

кругового цилиндра, рассеченного наклонной плоскостью.

На технических чертежах проекции на каждую плоскость изо­

бражаются отдельно с указанием всех основных размеров фигуры- 

Основные правила построения таких чертежей определяются специ­

альными разделами начертательной геометрии.

124



рис. 79

Естественно, что отношения параллельности и перпендикуляр­

ности прямых и плоскостей в пространстве являются весьма част­

ными случаями их возможного взаиморасположения. Например, две 

прямые в пространстве являются, вообще говоря, скрещивающими­

ся, т.е. для них не существует плоскости, в которой они были бы 

одновременно расположены. Аналогично прямая по отношению 

к данной плоскости лишь в частном случае оказывается ей парал­

лельной или перпендикулярной, а в общем случае пересекает ее под

углом, отличным от ^  (имеется в виду ее угол с проекцией прямой

на плоскость). Если же взять две пересекающиеся плоскости, то они 

образуют так называемый двугранный угол. Перпендикуляры в точ­

ке А к линии их пересечения, расположенные в данных плоскостях, 

образуют соответствующий линейный угол ф, вообще говоря, отлич­

ный от ^  (рис. 80). Заметим, что обычно берется наименьший из

Двух таких углов.

Все описанные в данном подразделе факты легко доказываются 

элементарными средствами (мы 

таких доказательств не приводим).

Однако более полное изучение 

свойств точек, прямых и плоско- 

СТей в пространстве требует и с­

пользования более сложного мате-

Матического аппарата, которым мы 
Уже

иДет0 
Рах

Располагаем (см. гл. 5). Речь

системах координат и векто-

Рис. 80



Прежде чем перейти к его использованию, заметим, что введещ, 

систем координат на плоскости и в пространстве формально не прСд 

полагается аксиоматикой геометрии. Поэтому, приняв их в рассм0' 

трение, мы получаем какой-то частный вариант истолкования (и,, 

терпретации) евклидовой геометрии. Перечисленные выше утвер^ 

дения в этом варианте становятся либо совершенно очевидными 

либо доказываются простейшими рассуждениями. Кроме того, по.! 

является возможность решения многих новых задач. Специалистов 

заинтересованных в основном в приложениях математики, в такой 

ситуации уже перестают интересовать какие-то более общие и тех. 

нически более сложные аксиоматические построения геометрии. Так 

же поступим и мы, подчеркнув, однако, что и указанные построения 

имеют глубокий смысл в развитии математических теорий.

ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ 
В АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

Геометрическая фигура — это некоторое множество точек, об­

ладающее теми или иными характерными свойствами. Будем считать, 

что на плоскости или в пространстве определена декартова система 

координат. Поэтому соответствующие свойства можно сформулиро­

вать в терминах взаимосвязей координат или с использованием по­

нятия вектора.

Прямая определяется двумя условиями: некоторой фиксированной 

точкой и направлением, смещаясь в котором мы будем двигаться по 

точкам прямой. Направление, соответственно, можно указать, за 

фиксировав какой-то вектор: а (т , п) — для плоскости или а(т , п, I)

————_  для трехмерного пространства. Поэ­

тому дадим следую щ ее оп р е ­

деление.

О п р е д е л е н и е .  Прямой, про­

ходящей через точку М0 в направле­

нии вектора а, называется множе­

ство точек М, обладающее тем свой­

ством, что вектор М 0М  коллинеаре^ 

вектору а.

В случае плоскости прямая заДЯ'

ется уравнением
Х-Хп

т
.У-У о .Зде
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(Хо- Уо) ~  фиксированная точка, 

а/(х У) — произвольная точка на 

> 0Й (рис. 81).

0 случае пространства:
Х~Хп

т

Фактически в этой

апйси два уравнения (вспомним 

нашем соглашении (см. подразд. 

j  2): если, н априм ер , п = 0 , то

у = Уо)-
Такое уравнение прямой называ­

ется каноническим. Учитывая его — — — — ——

вид, замечаем, что уравнение х = х0

задает вертикальную прямую на плоскости, а у = — горизонталь­

ную; уравнение у = kx + b — наклонная прямая с угловым коэффи­

циентом к = tgtp (рис. 82).

Все эти случаи прямой на плоскости можно объединить уравне­

нием Ах + By + D = 0, которое называется общим уравнением прямой 

(А, В) * (0, 0).

. У-У1 _  х - х х .
Заслуживают внимания частные случаи прямой:

У2~У\ *2~*1
уравнение прямой, проходящей через две точки плоскости М\(хьу\) 

и Щ х 2, у2).
Аналогично в пространстве прямая

У~ У  I = * - * i  = Z-Z,

У2~У\ *2-*1 Zl--Z\

проходит через две данные точки М ,(дС|, у ь Z\) и М 2(х2, у 2, z2)-

Если в каноническом уравнении прямой обозначить указанные 

Дроби параметром t, который может принимать любые действитель- 

НЬ1е значения, то возникает параметрическое уравнение прямой'.

х = х 0 + mt\

У = у  о + nt\ -ОО <t<+<X>.

z = z0+lt,

Пусть заданы две прямые с направляющими векторами a, (m,, nt, /,)

и перпен-
И я  / т \ п\ 1\а 2(т2,п2,12). Прямые параллельны, если —  - —  = —
д  т 2 « 2  / 2 
ИкУлярны, если т хт 2 + пхп2 + hh  = °- в частности, в случае двух



прямых на плоскости, заданных общими уравнениями A tx + В,у + £) 

и А-рс + By  + /)2 = 0, признак параллельности выражается равенство- 

А В
= а признак перпендикулярности равенством AtA2 + В,В2̂ п 

А2 В2

Это непосредственно вытекает из признаков параллельности и пер, 

пендикулярности векторов а х и а 2.
Следствие. Если прямые заданы на плоскости уравнениями с угЛо̂  

выми коэффициентами к, и к2, то признак их параллельности А:, = £

, 1 " 
а признак перпендикулярности к,

к 2

*4- Выше мы сформулировали теорему о трех перпендикулярах, но не 

привели ее доказательства. Рассмотрим для примера, как оно может вы- 
глядеть, если воспользоваться средствами аналитической геометрии. Я

Заметим, что для доказательства ортогональности соответствующих 
прямых, о которых говорится в теореме, достаточно убедиться, что орто­

гональны векторы, определяющие их направление. Выберем систему 
координат так, чтобы наклонная была расположена в плоскости у, тогда 

ее направление определяется вектором а, (0, yt, zt), где у, * 0 и z\ * 0. Ее 
проекция на плоскостьхОу имеет направление а2(0, у2, 0), гдеу2* 0. Аорто- 

гональную прямую будем брать в плоскости хОу, тогда ее направление 
будет задаваться вектором а3(х3,у3, 0), гдех3* 0. Напомним, что для про­

верки ортогональности векторов достаточно убедиться, что их скалярное 
произведение равно нулю (рис. 83).

Пусть а31 а 2, т. е. выбранная прямая ортогональна проекции наклонной. 
Тогда (а3а2) = 0 х3 +у2у3 + 0 0 = 0, т. е. у3= 0, и, значит, вектор а3 может быть 
записан в виде а3(х3, 0, 0). Но тогда ясно, что (а3а,) = 0, т.е. а3±а, — пря­
мая ортогональна и самой наклонной.

Предположим, что выбранная прямая ортогональна наклонной: а} ±«i- 
Тогда (a3ax) = 0 x3+yxy3+Q z[ =0, т.е. снова а3(х3, 0, 0), и поэтому (а3а2)=0, 
т.е. а3±a2.*t

Обратимся теперь к рассмотрению геометрических фигур, назы­

ваемых плоскостями.

Плоскость, как и прямая, определяется двумя условиями:

а) некоторой фиксированной точкой М0(х0, у0, zo), ей принадле­

жащей;

б) вектором п(А,В,С), называемым нормальным и обладающий 

тем свойством, что ему ортогонален вектор М 0М , где М(х, у, z) 

произвольная точка ф игуры (т.е. плоскости — рис. 84).

П оскольку М йМ (х-х0,у -y0,z-Zq)h скалярное произведен#6 

(п М 0М) = 0, получаем уравнение плоскости, проходящей чере3 

точку Л/0 в виде А(х - х0) + В(у - у0) + C(z - zo) = 0.
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д общее уравнение плоскости предстает как произвольное ли­

нейное уравнение: Ах + By + Cz + D = О (А, В, С) ф (0, 0, 0).

Если какой-то коэффициент при переменной равен нулю, то 

плоскость параллельна соответствующей координатной оси или со ­

держит ее (при D = 0). Действительно, если, например, А = 0, то 

п(О, В, С) ортогонален / (1, 0, 0), так как (Я/ ) = 0. Тогда прямая, за­

данная точкой Л/ 0 и направляющим вектором / ,  лежит в данной 

плоскости и параллельна оси 0х.

Аналогично легко усмотреть, что обращение в нуль двух таких 

коэффициентов означает, что плоскость параллельна какой-то коор­

динатной плоскости или даже совпадает с ней (при D = 0). Например, 

плоскость z = 2 параллельна плоскости хОу.

Две плоскости Ахх + By + Ctz + D , = 0 и Арх + By + C2z + D2 = 0 

параллельны, если параллельны их нормальные векторы, т.е.

А\ _ В\ _  С, 

а 2 в 2 с 2

Плоскости перпендикулярны, если ортогональны их нормальные 

векторы: А\А2 + ВХВ2 + С ,С 2= 0.

Ясно, что пара пересекающихся плоскостей определяет некоторую 

прямую. От такого способа ее задания легко перейти к другим, опи­

й ным ранее. Взяв, например, в качестве направляющего вектор 

Р = [Я,Я2] (векторное произведение нормальных векторов) и произ- 

в°льную фиксированную точку М0(х0, у0, ^о), где х0, .Уо> Zo — любая 

тРойка чисел, удовлетворяющих системе уравнений

f Ахх+ B y  + C\Z + £>| =0;

[ А2х + В2у + C2z + D 2=0, 

bI Перейдем к каноническому уравнению данной прямой.
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Двугранный угол, образованный двумя плоскостями, может бы-*, 

измерен наименьшим углом ср, заданным их нормалями «, и п2. ( Л  

синус такого угла легко найти с помощью скалярного произведе'

ния:

COSCp = = — :

I « I  I ■ I « 2  I у]А
А\ А2 + В\В2 + CjC^

,2 + я,2+ с ,2 \ + в\+с\

Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

М\(хь уи z\), М2(х2, уг, z2), Мъ (хь У3, Z3), удобно записать в вИде 

определителя:

х-х, У~У\ z - z ,  

Х 2 - Х | У 2 ~У\ Z2 ~Z\ 

X 3 - X t У Ъ-У\ Z3 -Z,

= 0 .

Оно возникает, если воспользоваться признаком компланарности 

векторов М М Х, М 2М Х, М ЪМ Х, приведенным в подразд. 5.2.

Используя понятие вектора, уравнения, представляющие прямые 

и плоскости, и алгебраические средства их исследования, можно 
решать разнообразные задачи, связанные со взаиморасположением 

прямых и плоскостей в пространстве.

Например, если заданы три плоскости, то возникает система трех 

линейных уравнений с тремя неизвестными. Возможно, что она 

имеет единственное решение. Тогда три плоскости имеют лишь одну 

общую точку. Н о эти плоскости могут оказаться и параллельными 

(если система не имеет решений), могут пересекаться по прямой, 

совпадать и т. п.

Все эти случаи легко выявить, исследуя такую систему уравнений, 

например, методом Гаусса.

Поскольку и прямая может быть задана уравнениями (например, 

в пространстве — парой уравнений, связанных с ее каноническим 

представлением), то всевозможные отношения нескольких прямых 

и плоскостей выявляются на основе анализа соответствующих систем 

линейных уравнений. Разнообразные углы, связанные с располоЖв" 

нием прямых и плоскостей, удобно исследовать, оперируя понятий' 

ми направляющего и нормального векторов. Например, если Две 

прямые в пространстве скрещиваются (т.е. для них не существу6* 

общей плоскости, в которой они расположены), то можно рассМЗ' 

тривать угол между их направляющими векторами, а угол меЖ̂ У

прямой и некоторой плоскостью определять как ср = — - у , где у
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рис. 85

н аи м ен ьш и й  угол между направляющим вектором прямой и н ор­

м альным  для плоскости (рис. 85).

*4- Укажем в качестве еще одного примера на возможность вычислить 
площадь треугольника на плоскости хОу с вершинами Мх(хьу\), М2(х2,у2), 

Уз)- __________
Как известно (см. подразд. 5.2), векторное произведение [Л/,М2 Л/,Л/3] 

является вектором, длина которого равна площади соответствующего 
параллелограмма (рис. 86). Поэтому площадь 5 данного треугольника 
будет равна ее половине.

Значит,  S = ̂ \[М\М2 Л/,Л/3]| ■ П оскольку  М\М2(х2-Х\,у2-у\) и 

Л/|Л/з(л-3-Х|,,)'з-.У|), получаем

[Л/,Л/2 ЛУ,Л/3] = [((х2 - х, )Т + (у2 - У, )7 )((*з - X. )Г + (уз - у, )7)] =

= (х2 - X, )(х3 - X, )[Г /"] + (х3 - х, )(у2 - У, )[7 / ] + (х2 - X, )(Уз - У! )[/ 7] +

+ (уг ~ У\ )(Уз ~Ух )[77] = (*з - Х\ )(^2 - у, )(-к) + (х2 - х, )(^3 - у, )к,

т.е.

|[Л/,М2 Л/,Мъ]| = |(х2 -х,)0>з -yt)-(х3 -х,)(у2-у,)|.

Мы учли, что [/ / ] = L/ у] = 0, [/ j)- k  ,[ j i] = -k и|£| = 1.
Соответствующую формулу легко получить и для пространства. *Т

КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Мы видели, что в рамках аналитической геометрии линейные 

авнения, т.е. уравнения вида

Ах + By + с = 0;
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Ах + By + Cz + D = 0,

представляют важный частный случай геометрических фигур Я  

плоскости и в пространстве: прямые и плоскости. Естественно п0 

ставить вопрос о геометрических фигурах, представляемых квадрЭт 

ными уравнениями, которые для плоскости имеют вид

Ах2 + Вху + Су2+ Dx + Еу + F=  0, 

а для пространства —

Ахх2+ Арсу + A)XZ+ ВУ+  B:yz+ С,г2+ Dtx + D^y + D}z+ Е = о.

Первые называют кривыми, а вторые — поверхностями второго 

порядка.

Глядя на приведенные уравнения, легко предвидеть, что в зави­

симости от коэффициентов при неизвестных соответствующие фи- 

гуры будут существенно различаться по своим свойствам и предста­

нут в довольно богатом разнообразии, а их математическое исследо­

вание окажется значительно более сложным, чем для линейных 

уравнений. Это и в самом деле так. Сколько-нибудь подробное рас­

смотрение таких исследований далеко выходит за рамки данного 

курса математики. Поэтому ограничимся только указанием на не­

которые общие идеи построения соответствующих теорий и про­

стейшие примеры таких геометрических фигур.

Во-первых, заметим, что можно попытаться упростить вид ис­

следуемых уравнений за счет подходящего выбора системы координат, 

т.е., по сути, за счет такого преобразования исходной системы ко­

ординат, которое не меняет формы фигуры, например, параллельно­

го переноса и поворота. На рис. 87 видно, что фигура, называемая 

эллипсом, образно говоря, неудачно расположена по отношению 

к исходной системе координат (хОу) , и поэтому вид соответствующе­

го ей уравнения будет более сложным, чем для более удачной систе­

мы координат (х'Оу).

Пользуясь такого рода преобразования­

ми, получают наиболее простые уравнения 

кривых и поверхностей, которые называю1, 

каноническими.
Во-вторых, математическое исследова­

ние свойств указанных фигур будет связан0 

уже не с системами линейных уравнений' 

для которых, как мы видели, существую* 

детально разработанная алгебраичесКЗ*1 

теория и простые вычислительные алгори*'
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м^1

вообше говоря, с системами квадратичных уравнений и не-

ецств. Для последних алгебраические методы анализа приходится 

Р^ественно усиливать, например, за счет привлечения средств ма- 

тИческого анализа, связанных с использованием теории пределов 

^тяк называемого дифференциального и интегрального исчисления 

гл 7 и 8).

Простейшей кривой второго порядка является окружность, ко- 

торУ10 можно «п ри л и т ь  как множество точек, находящихся на 

фиксированном расстоянии R от данной точки.

Если дана точка 0 (0 , 0), то, учитывая формулу расстояния между

двумя

и так

(сМ

точками Ах(хь у,) и Л2(х2, у2) на плоскости: 

r(Ax,A2) = yl(xi -jc2)2+ (^ ,-у2)2,

полагая А\ = А(х, у) иЛ2= 0(0, 0), получаем каноническое уравнение 
окружности: х 2 + у 2= R 2. Здесь О  называют центром окружности, 

а r — радиусом (рис. 88).

Уравнение у

, = - Jr 2

х 2 задает верхню ю  полуокруж ность .

а у = -ущ--х — нижнюю.

Неравенство + У  < R2 определяет множество точек на плоскости, 

расстояние от которых до точки О  не превосходит R, т.е. круг. Ана­

логично х 2 + у 2> R 2 — внешность круга.

Легко видеть, что если центр окружности находится в точке С(а, Ь) 

(рис. 89), то ее уравнение будет иметь вид

(х - а)2 + (у - b)2 = R2.

Это уравнение уже не является каноническим.

Части круга придется задавать уже системами. Например, изо­

браженный на рис. 90 сектор можно задать системой
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у=х
У

1R *

Рис. 91
Рис. 90

х 2 + у 2 < R 2

х>0 ;
У > 0 ;

^ < х .

Действительно, линейное неравенство Ах + By + D < 0 задает 

полуплоскость (рис. 91). Легко узнать, какую именно из тех двух, 

что определяются соответствующим уравнением: достаточно про­

верить справедливость неравенства хотя бы для одной точки по­

луплоскости.

Поэтому первое неравенство определяет все точки круга, второе 

и третье — первую четверть (квадрант), четвертое — полуплоскость, 

расположенную ниже прямой у = х  (для точки (R , 0) неравенство 

у < х  верно).

женный на рис. 92.

Для фигур, связанных с окружностями, часто оказывается по­

лезным использование полярной системы координат. Например' 

каноническое уравнение окружности радиуса R в полярной системе 

координат (г, ф) выглядит особенно просто: г = R(0 < ф < 2л), а изо­

браженный на рис. 90 сектор задается простой системой

Укажем также на параметрические уравнения окружности:

х 2 +у2 < R 2\

определяет сегмент, изобра-

134



{у = /?sintp;
у

g роли параметра здесь выступает

полярный угол ср.

0 з канонического уравнения окруж- 

„псти. которое можно записать также

(
переменные х и у оказываются в записи 

соверш енно равноправными. Геометри- Рис. 92 

чески это означает, что поворот плоско- — ■ 

сти окружности относительно биссек­

трис координатных углов на угол к не изменяет расположения линии. 

Более общий случай кривой второго порядка связан с уравнением, 

для которого уже нет такого равноправия:

Соответствующая кривая называется эллипсом (рис. 93). Образно 

говоря, эллипс — это окружность, сжатая (или растянутая) вдоль 

некоторой оси. Числа а и Ь называются полуосями эллипса. Суще­

ствует и другое определение эллипса: оказывается, что его характе­

ристическим свойством является то, что сумма расстояний (г, + г2) 

любой его точки М  до двух фиксированных точек F\ и F2 (называе­

мых фокусами) является величиной постоянной.

На рис. 79 видно, что при сечении цилиндрической поверхности 

наклонной плоскостью возникает эллипс.

Другой вид кривых второго порядка — гиперболы. Простейший 

пример их задания — с помощью уравнения вида ху - к = 0 (рис. 94). 

Однако это лишь частный случай гипербол. Их каноническое урав-

у
у

Рис. 93

х
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Рис. 95 Рис. 96

X V '
нение имеет вид — -̂ -г- = 1. Заметим, что гиперболы имеют асим 

а 2 b2

птоты (рис. 95) у = —х и у = — х (а > О, Ь > 0), в чем легко убед; 
а а

ся, применив формулы для нахождения наклонных асимптот к функ- 

Ь2 (см. подразд. 3.3).

ить-

ЦИЯМ y  = ± ^ ^ jX 2

Еще один класс кривых второго порядка — параболы. Примером 

параболы может служить линия, заданная уравнением у = ах2 + Ьх + с. 

Однако каноническим считается уравнение вида у 2 = 2рх (рис. 96).

Перечисленные классы кривых являются основными, но они не 

исчерпывают всего разнообразия кривых второго порядка, которые 

в частных случаях могут, например, вырождаться в точку, пару пере­

секающихся прямых или даже задавать пустые множества точек на

X2 V2
плоскости, как, например, уравнение —— ч— - = — 1 (мнимый эл-

сг
липе).

I СТЕРЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ V  
В АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

6.4.1. Многогранники
Каждая плоскость делит трехмерное пространство на две области, 

задаваемые соответствующими линейными неравенствами. СовокУ11' 

ность плоскостей может задавать ограниченную пространственную 

фигуру, которую называют многогранником. Границу многогранник* 

образуют плоские многоугольники, которые называют гранями:
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4 являющиеся границами этих многоугольников, называются 

Ре̂ рами, а вершины многоугольников — вершинами МНОГОГраН-

аИ
Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну 

торону от плоскости каждой его грани.

С Если в пространстве задана система координат, то любой много- 

анник можно задать системой линейных неравенств. Однако такой 

сПособ  его исследования на практике редко оказывается удобным 

ввИДУ того, что решение подобных систем технически громоздко. 

Это не является препятствием при использовании компьютерных 

программ. Поэтому подобный аналитический подход к исследованию 

геометрических фигур с успехом используется в ряде разделов при­

кладной математики. Но мы ограничимся лишь описанием основных 

геометрических понятий, связанных с простейшими многогранни­

ками.

Первым нашим примером многогранника будет призма.

Призмой называется выпуклый многогранник, у которого име­

ются две параллельные грани, называемые основаниями, а все 

остальные грани (называемые боковыми) являются параллелограм­

мами, каждый из которых имеет одно общее ребро с каждым осно­

ванием (на рис. 97 изображена треугольная призма).

Частным случаем призмы является параллелепипед: его основа­

ния — параллелограммы. Если все боковые грани призмы являются 

прямоугольниками, то она называется прямой. Частным случаем ее 

является прямоугольный параллелепипед, все грани которого — пря­

моугольники (рис. 98). Длины а, Ь, с непараллельных ребер называ­

ются размерами прямоугольного параллелепипеда. Легко доказать, 

что все диагонали прямоугольного параллелепипеда пересекаются 

в одной точке.

В'

Рис. 98
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Поскольку понятие площади многоугольника известно (она ра  ̂

на сумме площадей треугольников, на которые может быть разб^ 

многоугольник), имеет смысл понятие площади поверхности приз^ц 

которая складывается из площадей оснований и площади боковп» 

поверхности. 1

Площадь боковой поверхности прямой призмы можно вычисли^ 

по следующей формуле:

^бок — '

где h — высота призмы (т.е. длина бокового ребра) и р  — периметр 

основания (т.е. сумма длин ребер основания призмы).

Другой простой пример многогранника — пирамида. Это выпу4 

клый многогранник, образованный многоугольником (лежащим 

в основании) и треугольными гранями, которые определяются фик­

сированной точкой, лежащей вне указанного многоугольника, и его 

сторонами (рис. 99).

Точка О  называется вершиной пирамиды. Высотой пирамиды 

называется перпендикуляр, опущенный из вершины на плоскость, 

в которой лежит основание пирамиды.

Если в основании лежит «-угольник, то и пирамида называется 

п-угольной (на рис. 99 изображена четырехугольная пирамида). Если 

в основании лежит треугольник, то пирамида называется тетра­
эдром.

Важный частный случай — правильная пирамида. У такой пира­

миды в основании лежит правильный многоугольник (например, 

равносторонний треугольник, квадрат и т.д.), а основание высоты 

совпадает с центром этого многоугольника.



у  правильной пирамиды все боковые грани — равные равнобе- 

ецные треугольники, высоты которых называются апофемами, 

"^лошадь боковой поверхности, очевидно, равна половине произ- 

3 еНия периметра основания на апофему.

0 Если пирамиду пересечь плоскостью, параллельной основанию, 

в сечении возникает многоугольник, подобный основанию  

тис- 10°)- Действительно, каждая боковая грань предстает в виде 

наложения подобных треугольников (например, ААхОАг ~ ЛВхОВ2), 
отношения соответствующих сторон оказываются равными для 

всех боковых граней ввиду того, что ребра оказываются общими для 

соседних граней. В результате такого сечения исходная пирамида 

разбивается на два многогранника, один из которых — пирамида 

(назовем ее отсеченной) с той же вершиной, а другой — так назы­

ваемая усеченная пирамида.
Предположим для простоты, что основание высоты пирамиды А0 

оказалось внутри многоугольника — основания пирамиды. Тогда

отношение высот к = j j  является коэффициентом подобия (го- 
\ОА0\

мотетии с центром в О), пользуясь которым можно сравнить площа­

ди многоугольников, лежащих в основании исходной пирамиды S  и

S
отсеченной от нее S\. Легко видеть, что —■- = к 2. Действительно, для

iJ

любого разбиения основания исходной пирамиды на треугольники 

возникает гомотетичное разбиение оснований отсеченной пирамиды, 

причем все размеры гомотетичных треугольников изменяются в к 

раз. Но тогда их площади изменяются в к2 раз (поскольку площадь 

треугольника равна половине произведения основания треугольника 

на его высоту). В итоге суммарная площадь для оснований пирамид 

изменяется в к2 раз.



Тетраэдр 

Рис. 102

Куб Октаэдр Икосаэдр Додекаэдр

Если такую пирамиду рассмотреть по отношению к системе ко­

ординат, для которой одна из координатных осей (Ох) направлена 

вдоль высоты пирамиды (рис. 101), а основание пирамиды парал­

лельно координатной плоскости 0 >0г), то площадь сечения пирами-

X 2
ды в любой точке х  для 0 < х  < h будет равна S(x) = — S , где S — пло-

h1
щадь основания пирамиды и h = |(L40| — ее высота.

Специального внимания заслуживают правильные многогранни­

ки, все грани которых являются правильными многоугольниками 

с одним и тем же числом сторон и вершин, в которых сходится одно 

и то же число ребер. Оказывается, что существует всего пять типов 

выпуклых правильных многогранников: тетраэдр (у него все гра­

ни — правильные треугольники и в каждой вершине сходятся три 

ребра), куб (у него все грани — квадраты), октаэдр (у него все 

грани — правильные треугольники, но в каждой вершине сходится 

по четыре ребра), икосаэдр (у которого все грани — правильные 

треугольники, но в каждой вершине сходится по пять ребер) и до­

декаэдр (у него все грани — правильные пятиугольники, а в каждой 

вершине сходятся три ребра) (рис. 102).

6.4.2. Тела вращения
Уравнения, которые определяют поверхности второго порядка! 

довольно сложны для исследования. Обычно их стремятся упростить, 

добиваясь представления каждого конкретного вида таких поверх' 

ностей наиболее простым каноническим уравнением, подобно тоМУ> 

как это делалось и по отношению к плоским кривым второго пО' 

рядка. Число возможных случаев вида поверхности оказываете# 

весьма значительным — около двух десятков. Рассмотрение их 

входит в нашу задачу; мы ограничимся заведомо неполным опис®' 

нием весьма важного частного случая — так называемых поверхн



сгпей вращения, которые возникают в результате вращения некоторой 

кривой вокруг одной из координатных осей.

Пусть, например, в плоскости yOz задан прямолинейный отрезок, 

параллельный оси Ог. Если вращать его вокруг оси Ог, возникает по­

верхность, называемая цилиндрической (рис. 103). Соответствующее 

пространственное тело называют цилиндром (прямым, круговым); 

основания его — круги

а боковая поверхность имеет уравнение х 2 + .у2 = R ".

Пусть теперь в плоскости yOz задана парабола z = У2- Вращая ее 

вокруг оси 0^, получаем поверхность, называемую параболоидом 

вращения (рис. 104).

Аналогично в результате вращения гиперболы возникают гипер­

болоиды. Их два вида — однополостный, который появляется при



вращении гиперболы = * вокРУг оси Ог (рис. 105), и д Д

полостный — если гипербола вращается вокруг оси 0>> (рис. 106)

Если вокруг оси 0z вращать прямую z = ку, то возникает поверх 

ность конуса (рис. 107). Ш

Заметим, что, как ясно из определения, уравнения поверхностей 

вращения легко получить из исходного уравнения кривой, которЗ 

вращается. Достаточно подставить в последнее вместо переменнойу 

комбинацию (jc2 + у2).

Действительно, если в плоскости х = 0 определенное значение л 

соответствовало некоторому у0, то в пространстве для поверхности 

вращения то же самое значение zo будет соответствовать всем точкам 

расположенным на окружности,

х 2+у2=у02; I

z = z0.

Таким образом, получаем для цилиндрической поверхности урав­

нение: х 2 + у 2= R 2, поскольку уравнение исходной линии у = R (т.е. 

у 2= R 2) в плоскости л: = 0. Аналогично уравнение параболоида: 

z = x 2 + у 2, а для конуса: z2= k(x2 + у 2).

Если вращать эллипс + f~ ]  =1, то образуется эллипсоид

(вращения), уравнение которого — 1  ] = 1. В частности, при

Ь* ^ с - .
Ь = с = R вращаться будет окружность, а возникнет поверхность, на­

зываемая сферой. Ее уравнение: х 2 + у 2 + z2 = R 2 (рис. 108). Тело, 

ограниченное сферой, шар: х,2 + у 2+ < /?-. Если центр сферы
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диуса Л находится в точке с координатами (х0, у0, Zo), то ее урав-

РеНие имеет вид (х "  Хо)2 + ^  “  ^о)2 + (« “  ^о)2 = R2- 
** Исследуя уравнения, подобные приведенным выше, можно решать 

задач, связанных с исследованием свойств поверхностей второ- 

^ поРяДКа и их пеРесечений с другими поверхностями. Рассмотрим 

г° тко некоторые из таких свойств.

С в о й с т в о  1. Плоскость, пересекающая боковую поверхность 

цилиндр3 перпендикулярно его оси, образует в пересечении окруж- 

н0сть, а пересекающая наклонно к оси — эллипс.

♦4- Первая часть утверждения очевидна, поскольку указанная плоскость 
имеет уравнение z = Zo, и, следовательно, уравнения линии пересечения

х у определяют окружность.
Z =  Zo

Вторую проверить несколько сложнее: очевидно, в пересечении воз­
н и к а е т  замкнутая «овальная» кривая, но следует убедиться, что это 
и м е н н о  эллипс. Для упрощения рассуждений пересечем поверхность 
хз + у2= R2 плоскостью, проходящей через ось Оу: z = кх (для того чтобы 
с е ч е н и е ,  хотя и сдвинутое, походило на изображенное на рис. 79, возьмем 
к < 0). А теперь выполним поворот системы координат, сохранив направ­
ление оси Оу и взяв плоскость z = кх в качестве координатной (рис. 109). 
Тогда интересующее нас уравнение изучаемой линии пересечения в новой 
системе координат х', у', z' будет получено, если положить z' = 0.

Связь координат при повороте (см. подразд. 5.1.2): х = x'cos(p - z'sincp, 
где ф — угол поворота (формула для z нам здесь не нужна). Подставляя 
значение х в уравнение х2 + у2 = R2 и полагая z' = 0, находим: (x'coscp)2 + 
+ у2 = R2. Значит, линия пересечения в новой системе координат задается 
системой

V /

г'=0.

Ясно, что это эллипс.*Т

С в о й с т в о  2. Плоскость, перпенди­

кулярная оси конуса, пересекает конус по 

кРУгу, а его боковую поверхность — по 

°кРУЖности с центром на оси конуса. Из- 

Меняя положение секущей плоскости,

Мо*н о  получить в ее пересечении с боко- 

в°й поверхностью конуса эллипс, парабо- 

гиперболу или две пересекающиеся

пРямые. Рис- 109
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Мы не будем приводить доказательство этой теоремы, замети! 

лишь, что в нем можно использовать идеи, аналогичные приведений 

выше для свойства 1. Учитывая факт, сформулированный в ceojj 

стве 2 , эллипс, гиперболу и параболу иногда называют конически 
сечениями. ц

С в о й с т в о  3. Всякое сечение шара плоскостью есть круг.

Действительно, учитывая симметрию шара, можно считать, чТо 

шар имеет центром начало координат, а секущая плоскость пара^ 

лельна плоскости хОу, т.е. имеет уравнение z = го, где Zo — фиксиро* 

ванное число (-R < Zo< Ю- Тогда линия пересечения задается систе­

мой

\x2+y2+Zo=R2',

\z = z0

или, после обозначения R 2 = R 2 -Zo, системой

(x 2+y2= R 2;

\z = Zo-

Эта л и н и я , очевидно, является окружностью радиуса Rh и, значит, 

сечение — круг.

Заметим, что при zo= ±R сечение превращается в точку, которую 

можно считать кругом нулевого радиуса. Соответствующую плоскость 

называют касательной к сфере.

С в о й с т в о  4. Пересечение двух сфер есть окружность.

Действительно, возьмем две пересекающиеся сферы радиусами 

R] и R2 с центрами, расположенными на оси Oz. Их уравнения:

x 2+y2H z - z l)2 = R?; 

x 2+y2+(z-z2)2 = R l

Вычитаем из первого уравнения второе, находим

2(z2 - Z, )z = Л ,2 - R 2 - z 2 + z\.

Это линейное уравнение по переменным х, у, z (фактически при­

сутствует лишь z), т.е. оно определяет плоскость (параллельную 

плоскости хОу), в которой лежит линия пересечения сферы. А ранее 

мы доказали, что сечение шара плоскостью является кругом.



Гл а в а  7

ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

p i ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ ФУНКЦИИ, 
ЕЕ СМЫСЛ

Пусть функция у =Дх) определена и непрерывна в окрестности 

точки х0. Поставим задачу исследовать ее поведение вблизи этой 

точки. Для этого рассмотрим, как меняются ее значения при неболь­

ших изменениях аргумента, т.е. при переходе от точки х0 к точке 

х0 + Дх, где Дх = х  - х0 — малое приращение независимой переменной 

(не выводящее х за пределы исходной окрестности).

Значение функции получает приращение Ау = у - у0=Дх) -Дх0) =

АУ
=Лх0 + Дх) -Дхо). Рассмотрим отношение — . Его можно истолковать

Дх
как среднюю скорость изменения значений функции на участке от

*о ДО х0 + Дх.

Если, в частности, рассматривать закон механического движения 

S = >S(/) по прямой, где t — время, a S — пройденный точкой путь,
А С

То Дробь —  = иср — это средняя скорость движения точки на отрез­

ке времени |/0, /0 + At] именно в том смысле, как она определяется 

в Физике.

М ож н о  п ост авить  в о п р о с  о су щ ест в ов ан и и  предела

lim о) т е Мт AV в случае непрерывной функции Ду -» О
х - х 0 Дх^ОДх

пРи Дх -> о, поэтому речь идет о  раскрытии неопределенности типа
[ (П
 ̂q I- Ясно, что этот предел может существовать или не существовать.

лУчай, когда он существует, заслуживает особого внимания, по- 

Ск°льку позволяет судить по значению этого предела о поведении
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функции в данной точке х0. В частности, ввести понятие о  с к о р о д  

изменения функции в данной точке, а не только ее «среднего значе­

ния».

Такой предел (если он существует) назвали производной функцци 

в данной точке и обозначили у'. Используют и другие обозначения-

Ух, f ix о), ^  (читается: «дэ игрек по дэ икс»). Заметим, что обозна- 
dx

dv
чение —  мы рассматриваем пока как единыи символ, которые 

dx
нельзя истолковать, скажем, как некоторую дробь.

Итак, смысл производной — скорость изменения функции в дан­

ной точке. В частности, скорость механического движения точки по

ds
прямой — это производная от пути по времени и = ~  (физический 

смысл производной).

Конструкция lim —  = у' встречается во многих задачах.
Лх~»0 Дх

Возьмем, например, важное физическое понятие — силу тока I. 
Приближенно ее можно описать как количество электричества, про­

текающее через сечение проводника в единицу времени, т.е. если за 

время At протекло электричество AQ, то среднюю силу тока харак­

теризует отношение Поэтому ясно, что точное определение силы
At

тока дается формулой /  =
dQ

dt
Или рассмотрим другое понятие — плотность вещества. Пусть

масса т  распределена вдоль стержня и на его участок Дх приходится

т- dm
масса Ат. Тогда плотность стержня в данной точке — это р = —-•

dx
В общем случае, когда стержень неоднородный, р = р(х); для одно­

родного стержня плотность посто­

янна.

Рассмотрим  теперь понятие 

касательной к линии у = /(*) 

в данной точке х 0. Зафиксируй  

точку А/0(х0, уо) на кривой у =/(*)’ 

точку М(х0 + Ах, уо + Ау) буде^ 

перемещать по кривой, приближая 

ее к Л/0 (рис. 110). Прямая, прохо' 

дящая через точки М0 и М, назЫ' 

вается секущей. Ее уравнение-

АУ

Рис. 110 У  ~  У °  =  (tgP)(x “ *о)’ ГДС tgp = ̂ ’

146



Если существует предельное положение секущей при Ах —> 0, то 

еГ0 называют касательной к данной кривой в точке М0. Уравнение

касательной будет иметь вид у - _  х0), где k = tga = lim tg(3 =
N Дх->0

s lim ^ -  = У(*о)-

Итак, если функция у = Дх) имеет в точке х0 производную, то ее 

график имеет в этой точке касательную, уравнение которой

У-Уо = У'(х0)(х-х0), 

п, следовательно, геометрическим смыслом производной может слу­

жить тангенс угла наклона к оси Ох касательной к графику функции.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ

Ясно, что полезно научиться вычислять производные прежде 

всего от элементарных функций (процедуру нахождения производных 

называют дифференцированием).

Пусть, например, функция является тождественно постоянной: 

у = с. Тогда она не меняет своих значений при изменении х, т.е. 

Ау = 0. Поэтому производная равна нулю: с' = 0.

Пусть у = х. Тогда Ду = Дх, т. е. —  = 1, поэтому х' = 1.
Дх

Пусть у = х 2. Тогда в произвольной фиксированной точке х 

приращение Ду = (х + Дх)2 - х 2 = 2хДх + Дх2. Поэтому lim —  =
Дх->0 Дх

= lim (2х  +Дх) = 2х .

Оказывается, что для любого a  (a ^  0) верна формула

(x a)' = oxa-'

(мы приводим ее без доказательства). Например, (Vx)' =
2Vx

Рассмотрим функцию у = sinx. По определению производной

(s in x ) '= l im sin(x + Ay)~sin- ^= lim

~ . Дх [ Дх 
2sin— cos х  + —

Дх—>0 Дх Av—>0 Дх

. Дх 
sin —2

= cosx- lim —-— •
Дх-»0 ДХ

2
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Мы воспользовались возможностью вычислить предел произве. 

дения двух функций как произведение их пределов, а также непре  ̂

рывностью функции у = cosx.

Таким образом, для вычисления производной от sinx достаточно

sin гк Ах
вычислить предел где а  = ̂ г-

а->0 а  2 .
Как будет показано далее, этот предел существует и равен 1. Зна­

чит, доказана формула

(sinx)' = cosx.

5
*4 Убедимся в справедливости равенства lim; = 1.

Ввиду четности функции sinx достаточно рассмотреть только случай
х > 0. Замечаем, что при малых х верно неравенство sinx < х < tgx - это 
ясно, например, из геометрических соображений (рис. 111): в круге ра­
диуса 1 верно \AB\ = smx,\ВС\ = х , |Z)C| = tgx и, очевидно, \AB\<\BC\<\DC\ 

(знаком \ВС\ обозначена длина дуги ВС). Поделив sinx на члены полу­
ченного неравенства, получаем

sinxcosx<- < 1,

и, вычитая из 1 члены последнего неравенства, находим
n 1 sinx ,0 < 1 — —  < 1 - cosx.

Однако l-cosx = 2sin2̂ -<2^j = ~ .  Значит, при малых |х|

sinx

Понятно, что, обеспечив неравенство y < s  за счет условия х —> 0, мы

Рис. 111

гарантируем и I- sinx : s , что доказывает интере-

сующее нас равенство. *t

Совершенно аналогично легко доказать, чт° 

(cosx)' = -sinx.

Вообще, для всех простейших элементарны* 

функций можно вычислить их производные 

основе определения, а также с использований 

некоторых правил дифференцирования, о котО' 

рых речь пойдет далее.
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Таблица 2. Производные простейших элементарных функций

j. с' = 0 2. (x a )' = car“-1

3. {ах)' = а х \па, 

„частности (ех)' = е х
4- (l°g0x)’ = — — , 

х\п а

в частности (1пх)' = —
X

5. (sinx)' = cosx 6. (cosx)' = -sinx

7. (tgx) = 2
COS2X

8. (ctgx)' =--- !—
sin^x

9. (arcsinx)1- г --- 
VI - х 2

10. (arctgx)' = — L—
1 +x2

Не проводя соответствующих вычислений, сведем соответству­

ющие формулы в таблицу, которую необходимо знать наизусть
(табл. 2).

Для того чтобы на основе такой таблицы вычислять производные 

от любых элементарных функций, нужно знать правила вычисления 

производных от суммы, разности, произведения и частного двух 

функций, а также — для сложной функции. Вот эти правила:

1) [ки(х)\= ки'(х), где к — постоянный множитель, а функция 

и = и(х) имеет производную (т.е. постоянный множитель можно вы­

носить за знак производной);

2)(и + и)'= и' + и', где функции и = и(х) и v = v(x) имеют произво­

дные (т.е., кратко говоря, производная суммы равна сумме произво­

дных);

3 ){uv)' = и’v + uv'\

А){ и _  u'v-uv'

U J  “  V “ '
Все эти формулы доказываются по одной и той же схеме, которую 

^ Ь1 продемонстрируем, например, для правила 3. Дадим переменной

* пРиращение Ах. Тогда функции м(х) и и(х) получат приращение

А и = и(х + Ах) - и(х), Ау = v(x + Ах) - и(х), 

а произведение — приращение

А(ии) = (и + Au)(v + Av) - uv = (Au)v + (Av)v + (Аи)Аи.
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Поделив это равенство на Ах и переходя к пределу при Ах q 

получим

Ои ■ v)' = lim ииУ = lim —  v+ lim —  и + lim —  lim Av = и'и + uv'
Лх->0 Дх Дх->0 Ах Д*->0 Дх Дх->0 Ax Лх->0

(мы учли, что lim Ду = 0 в силу непрерывности каждой функции
Дх->0 ’

которая имеет производную).

5) Пусть теперь дана сложная функция и = и(у), где у  = у(х), т.е.

и = и [у(х)]. Предположим, что существуют производные -j- и ^
dy dx

Тогда производная сложной функции может быть найдена по фор­
муле

du du dy 

dx dy dx

*1 Действительно, задав приращение Ax, получаем приращение Ду, 
которое, в свою очередь, если Ау Ф 0, порождает приращение А и. Ради
упрощения рассуждении мы исключаем из рассмотрения возможность

А и _ А и Ау 
Дх Ду Дх

случая Ау = 0. Тогда имеем —  = —  — . Теперь перейдем к пределу при

Ах —> 0:

lim —  = lim —  lim = ijm
Лх-> 0  Дх Дх->0 /\у Дх—>0 Дх dx  д*-»о Ау

Заметим, что функция, имеющая в некоторой точке производную, обя­
зательно непрерывна в этой точке, так как из существования lim ** с не-

Д*->0 Дх
обходимостью вытекает: при Дх —> 0 и Ду —> 0 (иначе указанный предел 
не мог бы оказаться конечным). Поэтому lim —  = lim —  = — , и, следова-

Дх->0 Ду Ду-»0 Д у dy
тельно, указанное правило дифференцирования сложной функции спра- 
ведливо.*Т

Рассмотрим примеры применения правил дифференцирования.

П р и м е р  1. (tgx)' = 

1

sinx ^ _  (sinx)'cosx-sinx(cosx)' _

cosx coszx

cos2x + sin2x
2cos"x C O S 2 X

П р и м е р  2. Докажем справедливость формулы (х")' = я х " '1 

натуральных п методом математической индукции.

Имеем при п = 1 (х)' = 1 • х° = 1, т.е. формула верна. Предположи*1’ 

что она уже доказана для некоторого фиксированного натуральН0' 

го п: (х ")' = пхп У, и убедимся, что в этом случае она будет вер" 3
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(л7+1): (х ',+|)' = (х-х,')' = 1-х" +

+ х-лх"'‘ = (и + 1)хя. М ы  применили 

правило дифференцирования про­

и з в е д е н и я . Значит, доказано, что 

данная формула верна для всех на­

туральных п.

П р и м е р  3. Пустьy = \j R 2- х 2. 

ф ун кц и ю  следует рассматривать 

как сложную (например, в вариан- 

те у = Vm, и - R2 - х 2). Поэтому

. 1 ( . 2* ) ,  - £ _ .  

dx 2у[й yjЯ —х 2

Зная последнюю формулу, можно, например, написать уравнение 

касательной к верхней полуокружности. Пусть дана точка на окруж­

ности M 0(R/y[2,R/yj2), тогда угловой коэффициент касательной 
_ R U 2

tga = - ? = = = = =  = -1. Значит, уравнение касательной в точке Ма 
^ R 2- R 2/2

D
будет иметь вид у

R
х-

1R
, т.е. x+y = —j= (рис. 112).

V T  г  7 2 /  ^ 7 2
Обратим внимание, что не всякая непрерывная функция имеет 

производную. Например, функция у = |х| непрерывна в точке х  = О 

(так как Ду = |Дх| и поэтому при Ах -» 0 и Ау -» 0). Однако в этой 

точке нет производной. Действительно, взяв х  > 0, получаем Ау = Ах,

т.е. lim ^-  = 1. Н о если взятьх <0, то Ау = -Дх, т.е. lim -  = -1. Одно-
A*->0 Дх Дх-»0 Дх
Лх>0 Ах<0

сторонние пределы для точки х  = 0 не совпадают, значит, предел 

ton —  не существует. Геометрически это означает, что у графикау = |х|
ь £лХ

точке х  = 0 нет касательной.

ДИФФЕРЕНЦИАЛ. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ 
МНОГОЧЛЕНОМ

Функция, непрерывная в точке х0, обладает тем свойством, что 

. 0 при Дх -» 0. Более точно взаимосвязь между приращениями 

нкции и аргумента не фиксируется.

Рис. 112
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Выделим в классе непрерывных функций те, для которых эта 

взаимосвязь «почти линейна», т.е.

Ду = А • Лх + а  • Ах,

где А — постоянное число (зависящее только от выбора точки *0) 

а а  = а(Ах) — бесконечно малая функция при Ах -> 0. Понятно, чт0 

при малых Ах второе слагаемое будет пренебрежимо мало по срав. 

нению с первым (если А ф 0). Поэтому Ау * ААх.

Функцию, обладающую данным свойством, называют дифферент 

цируемой в точке х0, а главную линейную часть А-Ах приращения ду 

называют дифференциалом и обозначают dy.

Заметим, что для дифференцируемой функции

—  = А + а,
Ах

поэтому lim —  = А. Значит, А = у'.
Лх->0 Дх

Если дополнительно договориться, что дифференциал независи­

мой переменной dx (по определению) совпадает с ее приращением 

Ах, то получаем важную формулу:

dy = y'dx.

Итак, если функция дифференцируема в данной точке х0, то вх0 

у нее существует производная, ее дифференциал может быть вычис­

лен по указанной формуле и использован при малых dx = Ах в каче­

стве приближенного значения приращения функции: dy « Ду.

Можно убедиться, что функция, имеющая производную в данной 

точке х0, является дифференцируемой в точке х0, причем dy = y'dx■ 
Поэтому термин «дифференцируемая функция» можно использовать 

как эквивалентный понятиям: «функция имеет производную» и «функ­

ция имеет дифференциал».

Заметим, что теперь введенное ранее формальное обозначение

производной у' = —  можно при желании истолковать и как отнО' 
dx

шение дифференциалов.
Основное прикладное свойство дифференциала можно истолКО' 

вать и несколько иначе:

Ду « у'(х0)(х - х0).

Очевидно, что справа записано выражение, которое уже ветре43 

лось ранее в уравнении касательной к графику функции: у - Уо' 

= у'(х0)(х - х0). Это значит, что, заменяя точное приращение функи*1
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, дифФеРенииалом’ мы Фактически отсчитываем приращение пере­

менной У по касательной (рис. 113). Или, другими словами, заменя­

ем вблизи точки х0 функцию у = /(х ) линейной функцией у = Уо + 

+ у'(Хо)(х ~ Хо)- При этом мы, конечно, допускаем ошибку г(х): 

Д/(Х ) = /(*о> (* - х0) + fix). Здесь АДх) =Дх) ~/[х0) и / (х „ ) =/(*(>)•

Точность такого приближения исходной функции с помощью 

линейной в ряде случаев может оказаться недостаточной. И тогда 

возникает идея взять в качестве приближенного описания многочлен 

более высокой степени, чем первая, с тем, чтобы повысить эту точ­

ность:

ДДх) = Рп(х) + гп(х).

Главный вопрос в том, какими критериями следует руководство­

ваться при построении такого многочлена. Здесь возможны вариан­

ты. Мы постараемся добиться наилучшего локального приближения, 

т.е. в достаточно малой окрестности точки х0. Для этого потребуется 

ввести понятие о старших производных данной функции.

Пусть функция у =Дх) дифференцируема на некотором проме­

жутке. Тогда ее производная f'(x) снова оказывается функцией от 

переменной х и можно повторно поставить вопрос о производной. 

В случае существования последней это будет уже вторая производная

d 2v
от исходной функции: f"(x). Используется также обозначение —

dx1
Аналогично можно ввести понятие о третьей производной и т.д.

У некоторых функций есть производные любого порядка. Напри­

мер, для у = sinx, у' = cosx, у" = -sinx, у'" = -cosx, у"" = sinx и т.д.

Поскольку физический смысл производной — скорость, то вторую 

производную можно истолковать как «скорость изменения скорости», 

т-е. ускорение.

В качестве примера второй закон 

Ньютона для материальной точки 

массой т , движущейся по прямой 

П°Д действием силы F, можно за­

висать в виде F = т^-4-.
d t2

Возвращаясь к задаче о построе- 

Нии многочлена, приближенно 

°пИсывающего исходную функцию,

^говоримся выбирать его так, что-

1 в Данной точке х0 у многочлена 

Функции совпадали не только их



значения, но и значения первой, второй и других производных, впла^ 

до п-й. Формулу для такого многочлена можно сразу указать:

P n M  = f ( x 0) + ^ ^ ( x - x 0) + ^ - ^ ^ ( x - x 0)2+ .. .+ ^ — ^ - ( x - x 0)''

В самом деле, положив х  = х0, находим Рп(х0) =fix0). Вычисли^ 

производную

f ^ ( x n)
р ; (X) = / '(Х 0) + Г (Х о)(Х - х0) + -  + (и _  ц"• (х -ХоУ-' •

Снова полагаем х  = х0 и убеждаемся, что />'„(х0) = / '(х 0). Снова 

дифференцируем и т.д.

Формула, которая возникла при выборе такого многочлена,

fix) = Р„(х) + г„(х)

носит название формулы Тейлора. Ее можно считать основной фор­

мулой дифференциального исчисления, поскольку с ее помощью 

можно производить глубокое и многоаспектное исследование ло­

кальных свойств дифференцируемых функций.

Очень важно оценивать погрешность г„(х) замены функции ука­

занным многочленом или, как говорят, остаточный член формулы 

Тейлора.

Для функции, имеющей п производных в точке х0, можно утверж­

дать, что членом /-„(х) можно пренебрегать как малым по сравнению 

с остальными членами многочлена Р„(х), если Дх О (при условии, 

что они отличны от нуля).

Предположим, например, что существует/'(х0), а другие свойства 

функции Дх) неизвестны. Тогда Ay = f(x 0) ■ Ах + /-:(х), причем, если 

/ '( х 0) ф 0 , то в вычислениях членом /-,(х) можно пренебрегать при 

очень малых Дх.

Если дополнительно предположить, что существует еще и (п + 1 )'я 

производная, то остаточный член можно записать в виде

f (n+])(c)

Здесь точка с находится где-то на отрезке между точками х<> и 

более определенных сведений о ее расположении данная формула Н® 

дает (без доказательства).

Например, если у функции у =fix) гарантированно существу6* 

только первая производная, то

Ду = /Ч с )  • Дх.
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Это утверждение носит название т е о р е м ы  Л а г р а н ж а .

диалогично, если существует и вторая производная, можно за­

писать:

Ау = / ' ( * 0)-Дс + /  ^ Ах2.
2!

Приведем в качестве примера следующие полезные приближенные 

формулы:

х 3 х^
smx&x- —  + — -

3! 5! ’
v- 2 Y 4

c o sjc» 1 ---- ;
2! 4!

е* а \+х + — .
2!

Все они получены из формулы Тейлора в предположении, что 

Xq = 0, и применимы, если х мало отличается от 0. Погрешность при­

ближения в подобных формулах иногда совсем легко оценить. Н а­

пример, для первой формулы

k 5 ( jc )|= icOS£}W 7

7! 7!

Поэтому, вычисляя, например, sin 1 по приведенной формуле, мы 

допустим ошибку, не превосходящую - ^ < 0,0002.

| I ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ МЕТОДАМИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

7.4.1. Исследование функций на экстремум
Пусть функция у =Дх) определена в окрестности точки дс0. Если 

всех х  из этой окрестности выполняется неравенство Дх) ^Л*о), 

*° говорят, что в точке х0 эта функция имеет локальный максимум 

Рис. 114); аналогично, если Дх) > Д х0)> то — локальный минимум 
РИс- 115). Объединенный термин — экстремум.

Предположим, что в точке локального экстремума существует 

. изводная/'(х0). Тогда, как было показано ранее, верна формула 

=/ '(х 0) ' А* + r i(*), где Ду =Дх) - Д х0). Если Ах мало, то знак Ду 

Ределяется первым членом f'(x0) • Ах (при условии, что f'(x0) *  0).
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Однако этот член меняет знак при смене его у Ах (т. е. при изменении 

смещения из точки х0 влево или вправо), что невозможно в точке 

экстремума (где Ду < 0 в случае максимума и Ду > 0 в случае мини­

мума). Значит, возможен единственный случай f'(x0) = 0. Итак, спра­

ведлива теорема Ферма.

Т е о р е м а .  В точках локального экстремума дифференцируемой 

функции ее производная равна нулю. Или, другими словами, обра­

щение в нуль производной функции является необходимым услови­

ем ее экстремума.

На практике при исследовании функции этот факт означает, что, 

желая найти точки локального экстремума дифференцируемой функ­

ции, следует решить уравнение f'(x0) = 0. Все искомые точки будут 

находиться среди таких решений (их иногда называют стационар­
ными точками).

Например, для у  = х3 - Зх2 имеем у' = Зх2 - 6х, т.е. стационарные 

точки определяются решением уравнения х 2 - 2х  = 0: Х\ = 0, х 2 = 2. 

Полезно подсчитать значения функции в этих точках: у(0) = 0;

— у( 2) = -4. Вопрос о том, будут ли это 

точки экстремума, пока остается от- 

/ крытым. Его можно решить, если 
/  воспользоваться специальными Д°'

Т  статочными условиями или, напрИ' 

мер, проведя следующие простЫе 

рассуждения.

Заметим, что вблизи точки х  = 

поведение функции определяете# 

слагаемым (-6х 2), так как величИ' 

Рис. 116 н°й х3 при малых х  можно в сравН6'
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нцИ
с этим членом пренебречь. Поэтому при х  « 0 график функции

* ;дет напоминать параболу с ветвями, направленными вниз (рис. 116). 

Значит, в точке х = 0 функция имеет локальный максимум с макси­

м а л ь н ы м  значением, равным нулю. Поскольку у  —» +оо при х  —> +°о , 

сматриваем лишь одну возможность: в точке х = 2 функция имеет 

чокальный минимум с минимальным значением (-4). На рис. 116 

изображен график данной функции.

Примеры показывают, что не всякая стационарная точка являет­

ся точкой экстремума функции. Например, функция у = х 3 имеет 

производную у' = Зх2, которая обращается в нуль при х  = 0. Однако 

значение у(0) = 0 не является экстремальным, поскольку в любой 

окрестности точки х  = 0 есть как отрицательные, так и положитель­

ные значения функции.

Нередко возникает задача нахождения наибольшего и наимень­

шего значении функции у = /(х ), заданной на некотором отрезке 

[д, Ь\. Естественно, что такие значения могут находиться не только 

в точках локального экстремума, но и на концах отрезка, т.е. среди 

значений/(а) и f[b). При практическом решении такой задачи обыч­

но вычисляют значения функции во всех точках локального экстре­

мума, присоединяют к ним значения на концах отрезка и выбирают 

среди полученного набора наибольшее и наименьшее.

Заметим, что мы ведем речь лишь о дифференцируемых функци­

ях. Если хотя бы в одной точке у функции нет производной, наши 

рассуждения неприменимы. В таких точках у функции также может 

быть экстремум. Например, у функции у = [х| в точке х  = 0, очевидно, 

есть минимум (а производной нет). Функция у = Ух в точке х  = 0 не

имеет производной У =
1

З ^ х 2"
; х * 0 и экстремума: ее график в этой
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точке имеет вертикальную касательную (рис. 117). График функц^

у = \1х2 в точке х  = 0 тоже имеет вертикальную касательную,

в точке х  = 0 у этой функции минимум (рис. 118).

7.4.2. Исследование функции 
на монотонность

Пусть у  =Дх) — дифференцируемая функция. Как ясно из опре- 

делений монотонной функции (см. подразд. 4.1), Дх) будет стрОГо 

монотонно возрастающей, если при Дх > О выполняется Ay > q 

и строго монотонно убывающей, если при Дх > 0 верно Ду < 0.

Предположим, что на некотором промежутке у' > 0. Тогда по тео­

реме Лагранжа Ау = /'(с)Д х и, значит, функция строго монотонно 

возрастает на этом промежутке.

Аналогично при условии у' < 0 можно утверждать, что на соот­

ветствующем промежутке функция строго монотонно убывает.

Практическое исследование функций на монотонность проводят 

по следующей схеме: решая уравнение f(x )  = 0 , находят стационарные 

точки; определяют знак производной в интервалах между стационар­

ными точками; делают выводы о характере монотонности функции 

по указанному выше правилу.

Н ап ри м ер , р ассм от ри м  функцию  у = \1х2 + х-2 . Для нее 

у' = —  2х  + 1 _ _  з амечаем  ̂что в Точках х, = 1 и х 2 = -2 производ- 

3\(х2 + х - 2 )2

ная не существует. Поэтому на числовой оси следует отметить эти 

точки, а не только стационарную точку х =

Таким образом, нужно определить знак производной на проме­

жутках (-оо,-2); ^ “ 2, “ 2 ); (~ 2 ’ ' )  ^ , + 00)' Для этого достаточно 

вычислить значение у' в какой-либо точке из каждого интервала- 

Например, при х  = 0 у' > 0, значит, на интервале ' j данная

функция строго монотонно возрастает.

Если функция имеет производную в окрестности стационарно^ 

точки, то по знаку производной слева и справа от этой точки моЖН° 

сделать вывод о наличии (или отсутствии) экстремума, а также о тоМ> 

будет ли это максимум или минимум. Действительно, если при пере' 

ходе через стационарную точку производная меняет знак с «-» 11 

«+», то это значит, что ее монотонное убывание сменяется возрас
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танием — точка минимума (рис. 119). Другие возможные случаи по­

казаны на рис. 120— 122.

Таким образом, смена знака производной в стационарной точке 

является достаточным условием экстремума.

7.4.3. Исследование функции на выпуклость 
и вогнутость графика

Пусть функция у =f{x) имеет на некотором промежутке две про­

бодны е, тогда возможно провести еще более глубокое исследование 

ее Поведения, чем это осуществимо с помощью первой произво­
дной.

Обратимся к приведенной формуле

Ау = Г (х 0)Ах + ̂ р- (А х )2.
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Замечаем, что член/'(х0) • Лх, где Лх = х  - х0, определяет прира­

щение переменной у относительно касательной к графику функции.

характеризует разницу между этим при-
f (c )

Поэтому член -  ̂ (Ах) 2

ращением и приращением значения функции. Если этот член по­

ложителен, то график будет расположен выше касательной, так как 

АУ > f ( x о) • Лх (рис. 123). Кривые, обладающие таким свойством, 

называют вогнутыми.

Аналогично, если f '(c )  < 0, то кривая выпуклая: ее график рас­

положен под касательной в окрестности точки касания (рис. 124).

В приводимых рассуждениях обозначен и признак выпуклости, и 

признак вогнутости графика дважды дифференцируемой функции 

на промежутке: / "  Ф 0. При / "  < 0 имеет место выпуклость, при 

f "  > 0 — вогнутость.

Точки, удовлетворяющие уравнению / "  = 0, могут обладать тем 

свойством, что в них график функции переходит с одной стороны 

—— — — — — — касательной на другую. Их называют

точками перегиба (на рис. 125 изо­

бражены две такие точки Х| и х2)- I 

Такие точки существенно хараК' 

теризуют поведение графика фун*' 

ции, поэтому их полезно специально 

рассматривать при ее исследов3'

НИИ.

Заметим, что если х0— стационар' 

ная точка, т о/'(х0) = 0 и тогда знак $  

определяется знаком второй произв0 

дной.
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Хаким образом получаем еще одно достаточное условие наличия 

^сТремума в стационарной точке (мы его не доказываем строго):

( если f i x о) = 0 и f '(x 0) < 0 , то в точке х0 функция имеет локальный

максимум;

, если/Ч*о) = О и f ' i xo) > 0 , то в точке х0 функция имеет локальный

минимум.

7.4.4. Комплексная схема исследования 
функции

{Сданному моменту наших математических построений накопил­

ся довольно большой набор средств, которые могут использоваться 

при исследовании функциональных зависимостей. Поэтому полезно 

объединить их в определенный комплекс и представить в виде схемы, 

которая могла бы задавать общие ориентиры исследования. Напри­

мер, так:

1. Исследование области определения функции. Это, пожалуй, 

единственная рекомендация, которой нужно настойчиво следовать 

в начале каждого исследования свойств функций. Нарушение ее 

существенно затрудняет анализ и может привести к ошибкам.

2. Выявление существенных классификационных свойств функ­

ции. Например, четности, нечетности, периодичности, если возмож­

но — множества значений функции, ее ограниченности и неограни­

ченности и т.д.

3. Выявление характерных точек. Полезно найти точки пере­

сечения графика функции с осью Оу (положив х = 0) и с осью Ох 

(приравняв у  = 0); обозначить точки разрыва, границы области 

определения и исследовать поведение функции вблизи них; выявить 

точки, в которых отсутствует производная, исследовать поведение 

Функции в их окрестностях.

Нахождение стационарных точек. Решается уравнение 

fix ) = о. Для определения интервалов монотонности к стационарным 

т°чкам присоединяют точки, в которых не существует произво­
дной.

Исследование функции на монотонность. Оно сводится 

^ 0Г1Ределению знака производной на интервалах, которые обозна- 

ЧеНы на предыдущем этапе.

6. Исследование функции на экстремум. Для этого можно ис- 

0;|ьзовать достаточные условия. Экстремальные значения вычисля- 

т и обозначают на графике. В случае, если функция определена на
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отдельных отрезках, исследуются и значения функции на концах JB 

резков.

7. Исследование функции на выпуклость, вогнутость и т аШ  

перегиба графика. Вычисление второй производной полезно и пр 

исследовании функции на экстремум. Если вторая производная и\,е 

ет не очень сложный вид, то нахождение интервалов выпуклое^ 

и вогнутости, а также точек перегиба оказывается весьма эффектна 

ным средством изучения поведения функции.

8. Исследование асимптотического поведения функции. реЧь 

идет не только о вертикальных, горизонтальных и наклонных асиу. 

птотах, но и о сравнении поведения данной функции с поведением 

других, более простых. Последнее осуществляется путем использо­

вания предельных переходов, пренебрежением малыми «добавками» 

и т.п. Заметим, что частично такое исследование уже предусматри­

валось в п. 3.

9. Уточнение графика функции по точкам. Все результаты ис­

следования, полученные на предшествующих этапах, рекомендуется 

сразу же отмечать на графике. Поэтому график изучаемой функции 

вначале обычно выглядит как эскиз, постепенно уточняемый. На 

данном этапе производится окончательное уточнение графика, как 

правило, на участках, где информации о нем недостаточно.

Данную схему можно варьировать в зависимости от конкретных 

особенностей функции, переставлять отдельные этапы, некоторые 

из них опускать, какие-то, наоборот, добавлять. Если же, следуя 

схеме, предусмотреть обозначенное в ней содержание исследования, 

легко заметить, что отдельные этапы позволяют контролировать 

правильность рассуждений на других этапах и облегчают их осущест­

вление.

Проиллюстрируем применение данной схемы.

П р и м е р  1. Исследовать и построить график функции

у  = —+ 4х2.
X

1. Область определения: х ф 0.

2. Четностью, нечетностью или периодичностью данная функИ11*1 

не обладает, но заметим, что общее представление о  ее п о в е д е н Я 11

можно получить, складывая графики у, = — (гипербола) и у2
■X

(парабола), эту идею мы далее развивать не будем.

3. С осью Оу график не пересекается, так как нельзя принять* 15 

С  осью  Ох пересечение в точке, удовлетворяющей уравненИ10
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* tl,e' х = 0> т°  ясно, что функция ведет себя подобно гиперболе, 
гочК .

4 Находим стационарные точки: у' = — —+ 8х , т.е. есть единствен-

1 + 4 х 2 = 0 ’ т е - х  =  ~ ~ Щ -  Если приближаться к другой характерной

\_ _ ____ „ 1
ная ти—  - 2 хточка х  = -, в которой - ^ 7  + 8х  = 0.

5 Исследуем знаки производной на интервалах (-оо,0); {0, J ;

J . +оо . Легко обнаружить, что они, соответственно, равны « - » ;  
2’ '

«-»;«+>>-

6. Поэтому в стационарной точке х = ~ функция имеет локальный 

минимум, причем

•Vmin = / у Т  + 4 ( Ч 1  = 3 ‘

2 
2

7. Вычислим вторую производную: >’" = —  +8 , она обращается
x J

в нуль в точке х  = — \=. Это точка перегиба графика функции, где он 
%/4

переходит с одной стороны касательной на другую, причем угловой 

коэффициент касательной

У
\

_  =  _ _ L _  * = 3/i6_ « _

3/4 J J _  74 74 74 

Tie

8. Горизонтальных и наклонных асимптот у графика нет, п о с к о л ь ­

ку при больших |х| функция ведет себя подобно у2 = 4х2 (членом —

м°Жно в этом случае пренебречь).

9- Суммируя полученные сведения и вычисляя выборочно коор- 

ДиНаты отдельных точек графика, обнаруживаем, что он имеет вид, 

Из°браженный на рис. 126. Соответствующая кривая носит название 

*тРезубец Ньютона».

П р и м е р  2. Исследовать и построить график функции

(х-а)2

/ ( х )  = — \=е~ 2°2 ( о > 0 ).
Gyjln
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и математической статистике.

Она определена для всех jc. Е с л и  а = 0, то она четная, а при пр„ 
извольном а кривая будет симметричной относительно вертикально* 

прямой х = а (поскольку замена х  на х  - а — это сдвиг вдоль оси Q* 

на величину а).

С  осью Ох график не пересекается, поскольку е1 > 0 при любом > 

Координату точки пересечения с осью Оу легко подсчитать, положцв 

х  = 0 (нас эта точка пока не интересует).

Точек разрыва нет.

u  i °2 (  2 ( х - а ) ' )  .  5
Находим стационарные точки: — j= e  2 л -- ———  = 0 (диф.

gV2tc V 2 a J

ференцируем по правилу вычисления производной сложной функ­

ции). Оказалось, что есть стационарная точка х = а.

Сразу становится понятным, что в этой точке максимум, равный

— 1 =  (поскольку е° = 1). Справа от точки а, т.е. при х> а, произво- 
Cw 27I

дная отрицательная, значит, функция строго монотонно убывает. 

А слева, наоборот, возрастает.

Замечаем, что у -» 0 при х -> +оо. Поэтому у графика есть гори­

зонтальная асимптота, уравнение которой у = 0, т.е. это ось Ох. ;

Теперь даже без вычисления второй производной легко усмотреть, 

что график имеет две точки перегиба (симметричные относительно 

х = а). Если провести соответствующие вычисления (мы их опускаем),

X

У

У4

О a -о а а + а



Д о сих пор речь шла о  понятии производной и дифференциала 

функций одной переменной у = Дх). Совершенно естественно воз­

никает вопрос об аналогичном построении дифференциального 

исчисления для функций нескольких переменных. Для простоты 

ограничимся рассмотрением функций двух переменных z = z(x, у), 

заметив, что логика всех рассуждений полностью сохраняется для 

функций любого числа независимых переменных и = и(хи х2,

Могут возникнуть лишь чисто технические усложнения из-за увели­

чения этого числа.

Итак, пусть в некоторой окрестности точки / ,0(x0, у0) определена 

функция z = z(P) = z(x, у). Если зафиксировать значение одной из 

переменных, положив, например, у = у0 , то г = z(x, у0) окажется уже 

функцией только от одной переменной х. Для такой функции может 

существовать производная г'Дздесь индекс х указывает на перемен­

ную, по которой производится дифференцирование). Она называет­

ся частной производной от  функции z(x, у) по переменной х.
Аналогично можно определить частную производную и по другой 

независимой переменной z'y-
Вычисление частных производных не представляет труда, п о­

скольку все независимые переменные, кроме той, по которой про­

изводится дифференцирование, считаются постоянными. Например, 

Функции z = Зх2 + 2ху + 4у1 имеем: z'x =6х + 2у и z'y = 2х  + 8у.

По аналогии со случаем функции одной переменной можно 

°пределить и дифференциал функции нескольких переменных как 

Равную линейную часть ее приращения. При этом оказывается, что 

При г = z(x, у)

dz- z'xdx + z 'y d y ,

частные производные вычисляются в фиксированной точке 

Уо), т. е. z'x = z 'x(xq, Уо)> z!y = z'y(x0, Уо) и dx = Ах = х  - х 0;

^ дУ = у - у 0-
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Для существования дифференциала необходимо существоващ, 

в соответствующей точке частных производных по всем независим^* 

переменным. Однако, в отличие от случая функций одной перемер 

ной, это условие не является достаточным.

Главное свойство дифференциала: Д г * ^ в  достаточно мал0ь 

окрестности данной точки.

Геометрический смысл дифференциала связан с существование^ 

касательной плоскости к поверхности г = z(x, у) в данной точке 

Касательная плоскость определяется как плоскость, проходящ^ 

через данную точку поверхности Af0(x0, у0, Zo), где z0 = г(х0, Уо), и об­

ладающая тем свойством, что угол ф между ней и любой секущэд 

к поверхности, т.е. прямой, проходящей через точки М0 и М  на по­

верхности, стремится к нулю, если точка М  стремится по поверх­

ности к точке М0 (рис. 128).

Можно показать, что для функции z = z(x, у), имеющей диффе. 

ренциал в точке М0 , у соответствующей поверхности существует 

касательная плоскость, уравнение которой

Z-Zo = z!x(x0, Уо)(х - хо) + z'y(xо, Уо)Су - Уо)- 

В качестве примера обратимся вновь к уравнению верхней по­

лусферы z = yjR2 - х 2 - у . Рассмотрим точку А/0(0, О, R) на этой по-

-2х „ , _______-2у
лусфере. Тогда z'x =

2\JR2 2yJ~R2 -х2 -у
и поэтому

-х*-у
z'x(M0) = z'y( М0) = 0. Значит, уравнение касательной плоскости в точ­

ке М0 будет иметь вид z = R (это плоскость, параллельная хОу). Ра­

диус сферы, проведенный в точку касания, будет, очевидно, перпен­

дикулярен этой плоскости. В силу симметрии сферы это свойство

будет иметь место по отношению 

к любой касательной плоскости.

Вектор, ортогональный к каса­

тельной плоскости , назы вается 

нормальным, а соответствующая 

прямая, проходящая через точкУ 

М0, — нормалью к поверхности. « I 

предыдущих рассуждений (см. поД' 

разд. 6.2) очевидно, что вектор нор' 

мали имеет следующие координат^'

n(z'x,z'y,-1).

Понятие локального экстрему^ 
для функций нескольких переМ^ 

ных определяется так же, как и
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нКций одной переменной. Если экстремум существует в некоторой 

^qice /о(хо> Уо)’ то он будет существовать и для функции z = z(x, Уо) 
Т°т0чке х0 (так же как и ДДЯ Z = z(x0, у) в точке у0). Поэтому необхо- 

условием экстремума для дифференцируемых функций 

скольких переменных является обращение в нуль частных произ­

водных по всем независимым переменным. Например, для диффе- 

0е„цируем°й функции двух переменных z = z(x, у) точки экстремума 

^дедует искать среди стационарных точек, т.е. решений системы 

г ' = 0 ;
\z* ~ ’ Н о это условие не является достаточным.

| Zy=0-

Пусть, например, данное положительное число А требуется пред­

ставить в виде суммы трех положительных слагаемых А = Х\ + х2 + х3 

так, чтобы произведение П  этих слагаемых было наибольшим. 

Имеем П  = х ,х2(Л - х, - х2). Находим стационарные точки этой

функции:

П ' =  0; Г Ах 2- 2 х , х 2 - х 2 =0; Гх2( Л - 2х , - х 2 ) = 0;
т.е. < , или

П'Х2=0, [Ах | - х ,- 2 х 1х 2=0 [х, (Л - х ,- 2 х 2 ) = 0.

Возможны следующие случаи:

х 2 = 0 ; Г А - 2х, - х 2 = 0 ; Гх2 = 0 ; 

х, = 0 ; [х, = 0 ; | л - х ,- 2х 2

т.е. стационарные точки имеют координаты 

Л (0 , 0); Р2(0, А); Р3(А, 0); 

и соответствующие значения для /7 будут равны:

А3
П(Р,) = П(Р2) = П(Р}) = 0; я (Л )  = у^-

Ясно, что нас может интересовать только точка /*4. Но прежде чем 

сДелать вывод о найденном решении, необходимо проверить, что 

Максимум не достигается на границе области возможного изменения 

ЧИсел х,, х 2.

Для X, (аналогично для х 2) выполняется ограничение: 0 < X] < А. 

а граничных линиях /7= 0 и, значит, максимум не достигается. Если 

^Пустить возможность выбирать слагаемые Х\, х2 и х3 разных знаков,

0 задача не будет иметь решения, так как произведение П  в этом 

^Учае можно сделать сколь угодно большим.

А-2х{ — х 2 =0; 
= 0; I А-х, -2х 2 =0,
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g___| ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ РЯДАМИ

7.6.1. Постановка задачи
Обратимся вновь к формуле Тейлора, записав ее в виде

Эта формула была получена для функции Д х ), определенно^ 

в окрестности точки х0 и имеющей в этой точке п производных. Ясно 

что чем больше производных имеет функция, тем выше может быть 

взята степень многочлена в правой части формулы Тейлора. Н о пред. 

положим, чтоДс) имеет бесконечно много производных в точке ̂  

Тогда такой многочлен может иметь сколь угодно высокую степень 

При желании функции fix) в этом случае можно сопоставить символ

Пока это просто формальная запись, которая лишена точного 

математического смысла: мы не можем рассматривать такую кон­

струкцию как сумму бесконечного числа слагаемых (поскольку по­

нятие суммы определено лишь для конечного числа слагаемых). 

Однако придать этой записи точный математический смысл можно, 

если воспользоваться операцией предельного перехода. Оказывается, 

это очень полезно, поскольку в предположении, что Мтл-„(х)=0,

функция Дх) оказывается представимой с помощью указанной кон­

струкции, использующей набор простейших степенных функций. 

В результате возникает возможность вычислять значения функции 

Дх) с любой наперед заданной точностью, находить решения неко­

торых уравнений, изучать свойства многих элементарных и неэле- 

ментарных функций.

Конструкции, о  которых ведется речь, в математике называют 

рядами. Естественно, что можно рассматривать ряды, построенные 

не только на основе степенных функций, но и на основе другйХ 
классов функций, а в простейшем случае — даже на основе посЛв' 

довательностей чисел.

7.6.2. Числовые ряды
Рассмотрим вначале, как реализуется указанная выше идея 

числовых последовательностей а х, а2, ... , а „ ,... . Здесь а, — действ11'

f (x o) + £ ^ ( x - x o) + ... + fin)(* 0\x-xoy +.... 
1! п\

168



. ные числа (/ = 1, 2, ...)• Составим последовательность частич- 

Н„,Х СУММ (ст”)-

о , = а ,; 

о 2 = а , + а2;

ст„ = а , + а 2 +... + а„;

Назовем эту последовательность числовым рядом; я„ — общим

членом ряда.

Для краткости числовой ряд обозначают

а, + а2 + ... + а„ + ...

или символом
со

5 > „ .
Л=1

Если последовательность (а„) сходится, т.е. имеет предел: 

limc„ =s, то числовой ряд называется сходящимся, a s  — суммой
п - * к
ряда. В противном случае ряд называется расходящимся.

Легко усмотреть, что стремление к нулю общего члена (ап -» 0 при 

п -> да) является необходимым условием сходимости ряда. 

Действительно, а„ = ст„ - а„ _ |, и если ряд сходится, то

Ншст„ = lima,,., =s.
п—><х) п—>со

Если необходимый признак сходимости ряда нарушен, то ряд за­

ведомо расходится (см. примеры 1—3).

оо
П р и м е р  1. 1 + 4 + 9 + ... + п2 + ...=

я=1

П р и м е р  2. 1-1 + 1-... + (-1)"+| +... = J ( - l ) " +l-
Я=1

00

П р и м е р  3. a(\+q + q 2 +... + qn +---)~a lLQn ПРИ ^  >
п=0

Ряд, представленный в примере 3, составлен из членов геометри- 

Чес*ой профессии с первым членом а и знаменателем q. Он расходит- 

Ся> Поскольку \q\ -> 00 при п -> 00.

Однако наличия необходимого признака сходимости (ап —> 0 при 

п °о) еще недостаточно для сходимости ряда. В этом убеждает 

СЛеДУющий пример.



1 1 00 1 
П р и м е р  4. 1+ = Y - —. (Заметим, что инд»..

V2 Jn  к=\ \1к с*$
по которому производится суммирование, можно обозначав

любой буквой.) Частичная сумма этого ряда допускает оцещ ^
1 1 1  ^

=1 + —F= + —+—r=>n-j= = y[n ->°опри я -> оо, т.е. ряд расходи-
V2 sjn

1 г\хотя ,— —> 0 при п —> со. 
yjn

Можно показать, что расходится и следующий ряд.

1 1 °° 1 
П р и м е р  5.1+ - + — + ... = . Этот ряд называется гармони

2 п п=\П ™
ческим.

Н о, конечно, наиболее интересен случай, когда числовой ряд 

сходится. Вот пример сходящегося ряда.

П р и м е р  6. —  + +-- !-- + ... = У --- !-- .
1-2 2-3 п(п+1) fak{k +1)

Заметим, что -- !-- = ----- !— . П оэтому частичная сумма
к(к +1) к к +1

это сходящийся ряд и сумма его 5 = 1.

П р и м е р  7. Рассмотрим снова ряд, составленный из членов 

геометрической прогрессии, предположив, однако, что \q\ < 1. 

Возникает сходящийся ряд. И м ож но найти его сумму: ст„ =
а (\ _  дП \

= a(\+q + q2 + ... + qn) = — ----- ; п оскол ьку  qn 0 при п -» «,
1 -q

получаем

( k l < D .
/|=о 1 ~q

Заметим, что найти точно сумму сходящегося ряда в большинстве 

случаев не удается. Главным вопросом в теории числовых рядов яв­

ляется вопрос о том, сходится ли изучаемый ряд или расходится- 

В случае, если доказана его сходимость, найти сумму ряда можно 

с любой точностью — для этого надо взять частичную сумму с Д0' 

статочно большим номером.

Естественно, что для ответа на основной вопрос нужны достаток 

ные признаки сходимости или расходимости числовых рядов. ТакИ* 

признаков найдено довольно много. Самый простой из них — np^i 
знак сравнения. Мы сформулируем его для случая рядов с полооЮ 
тельными членами.
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П р и з н а к  с р а в н е н и я .  Пусть даны два ряда и , где
n=i п=1

? О, Ь„ > о. Если для всех п выполнено неравенство а„< Ьп , то из 

^ „ м о с т и  второго ряда следует сходимость первого, а из расходи- 

С ости первого — расходимость второго.

^ Это утверждение можно считать очевидным, поскольку аналогич- 

е приведенному неравенство будет верно для частичных сумм 

д0В и сохранится в пределе при я  ->  оо.

для справедливости приведенного утверждения на самом деле 

требуется значительно меньше: неравенство ап < Ьп должно выпол­

няться начиная с некоторого номера, т.е. при п > N, где N  — фик­

сированное число. Дело в том, что, как легко видеть, любое измене­

ние конечного числа членов ряда не влияет на факт его сходимости 

или расходимости, хотя, конечно, может изменить сумму.
СО J

П р и м е р  8. Для примера сравним два ряда: Х ~ Т  и ряд’ пРед"
n=i п

ставленный в примере 6. Отбрасывая в первом из них первый член, 

получаем ряд

2-2 3-3 пп

Его члены меньше, чем члены ряда, представленного в приме­

ре 6:

1 . 1 .. ... 1 .....
12 2-3 л(л + 1)

0° |

Поскольку последний ряд сходится, то сходится и ряд X - Г•
/1=1 н

Сравнивая ряд ап (а„ > 0) с рядом, составленным из членов

геометрической прогрессии, можно прийти к весьма удобному при­

знаку Даламбера.
00

П р и з н а к  Д а л а м б е р а .  Если для ряда (ап > 0) существу-
п—\

ет Предел

lim =
п-»“ а„

т° при / < 1 ряд сходится, а при / > 1 расходится.

Если / = 1, вопрос о сходимости или расходимости ряда остается 

°Т|Фытым (признак ответа не дает).



П р и м е р  9. 1 + — + —  + ... + ̂ — + ... = У  Здесь х  — фиксип^ 
1! 2! п\ to  п\ Ро'

ванное число, х  > 0. Применяем признак Даламбера:

Доказательство признака Даламбера здесь не приводим.

l im ^ - = lim Л п' - = lim
П—>сс (п + \)\хп Я->“ И+ 1

= 0 < 1 , т. е. этот ряд сходится.

П р и м е р  10. Рассматривая ряды из примеров 5 и 8, замечаем 

что признак Даламбера ответа не дает, поскольку

lim ---
/|->ос п +1

= lim ------
и-кс ( «  + 1 )

= 1.

Однако ряд из примера 5 расходится, а ряд из примера 8 сходится.

Если в данном числовом ряде бесконечно много положительных 

и бесконечно много отрицательных членов, то это только увеличи­

вает шансы сходимости ряда, поскольку положительные и отрица­

тельные члены могут, образно говоря, как бы компенсировать друг 

друга. Поэтому установить сходимость таких рядов можно, используя 

уже упоминавшиеся ранее признаки, если взять все члены ряда по 

абсолютной величине. Если построенный таким образом ряд сходит­

ся, то сходится и исходный ряд (про него говорят, что он сходится 

абсолютно). Однако возможен случай, когда абсолютной сходимости 

нет, но исходный ряд тем не менее сходится (про него говорят, что

он сходится условно).

Интересно заметить, что в условно сходящихся рядах нельзя про­

извольно переставлять члены (в отличие от абсолютно сходящихся 

рядов): ряд может стать расходящимся или произвольным образом 

изменить свою сумму.

Укажем без доказательства только один пример условно сходяще­

гося ряда:

(-D л+1

Я=1

7.6.3. Функциональные ряды
Пусть дана последовательность функций w,(jc), и2(х), ..., ип(х), 

имеющих единую область определения. По аналогии с предыдущий1* 

рассуждениями для нее можно построить функциональный ряд:

30
W, (х) + ы2 ( х )+ ... +ыл (* ) + •.. = X  и„ (х).
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для каждого фиксированного х  из области определения данный 

якииональный ряд превращается в числовой и оказывается либо 

Ф дяш им ся , либо расходящимся. Множество точек х из области 

С* ределения, для которых соответствующий числовой ряд сходится, 

° зывается областью сходимости функционального ряда.

Н Вопрос о  виде области сходимости каждого конкретного функ­

ционального ряда является главным в теории функциональных рядов.

0 некоторых случаях его удается решить в общем виде.

Обратимся, например, к степенным рядам:

+ с |(х - х 0) + с 2(х - х 0) 2 +... + с„(х-х0)" +... = ^ с п(х-х0)п,
=0

где Хо — произвольная фиксированная точка.
00

Если, в частности, х0 = 0, то степенной ряд имеет вид: ^ с „ х п.
п-0

Оказывается, что область сходимости степенного ряда — это 

промежуток с центром в точке х0, т.е. либо отрезок [х0 - R, х0 + /?], 

либо интервал (х0 - R, х0+ R), либо полуинтервал одного из видов: 

[х0 - R, х0 + R) или (х0 - R ,x0+ R], либо вся прямая: (-оо, +оо). Кроме 

того, возможен случай «вырожденного» промежутка, когда R = 0, т.е. 

степенной ряд сходится только в одной точке х0, а во всех остальных 

точках расходится. Число R называется радиусом сходимости сте­

пенного ряда.

Если использовать данное утверждение (приведенное нами без 

доказательства), то станет ясно, например, что степенной ряд из 

примера 9 (мы теперь не считаем, что х  фиксировано) сходится для 

всех х, т. е. R = оо.
Применяя признак Даламбера к степенному ряду, члены которо­

го взяты по модулю, на практике часто удается вычислить R. Напри- 

мер,

00

\+Х + Х2 +... + Х" +...= $ > "
п=0

Годится на интервале (-1, 1), так как

I I
lim lf— -! = Нт|хН*1-
Л->оо х ” л->°°

Признак Даламбера гарантирует сходимость при |х| < 1 и расходи- 

М° сть при |х| >1, т.е. R = 1. Открытым остается вопрос о сходимости 

РяДа при х  = 1 и х  = —1. Н о в том и другом случае соответствующий



числовой ряд расходится, поскольку не выполнен необходимый n jJ  

знак сходимости.

Сумма функционального ряда представляет собой функц^^ 

определенную в области его сходимости. П ро эту функцию говоря ’ 

что она разлагается в данный функциональный ряд. Для степенн0’ 

го ряда сумма обязательно будет бесконечно дифференцируемо* 

функцией внутри интервала сходимости, поскольку степенной р ^  

можно почленно дифференцировать, т.е. если

00

5(х) = с0 +с|(х - х 0) + с 2( ^ - л:о) 2 +- = '£ с„ (х- х  о)",
п=О

то существует s'(jt) и верно равенство

00

s\x) = с, + 2с 2 (х - х 0) +... = X  пс „ (х - х0) .
я=1

Это одно из замечательных свойств степенных рядов. Из этого 

свойства, в частности, вытекает, что при фиксированном х0 разло­

жение функции в степенной ряд единственно и имеет вид

f(x ) = f ( x 0) + ̂ p - (x - x 0) + f  ^ о )(х - х 0)2+- =

= £ / ^ _ Х о Г . 1  

я=0 п\

Указанный ряд называется рядом Тейлора.

Для проверки того, что коэффициенты степенного ряда, в который 

разлагается функция J\x), имеют приведенный в ряде Тейлора вид, 

можно повторить рассуждения, использованные в подразд. 7.3 в свя­

зи с установлением вида многочлена в формуле Тейлора.

Свойством единственности удобно пользоваться на практике, 

поскольку разложение функции в степенной ряд часто можно по­

лучить различными способами, но независимо от выбора сп о соб а  

разложения обязательно получится один и тот же результат.

Если дана бесконечно дифференцируемая функция, определенна* 

в окрестности точки х0, то можно поставить вопрос о ее разлож ении  

в степенной ряд. Как показывают специально сконструированный 

примеры, одного факта бесконечной дифференцируемости для воЗ' 

можности построить такое разложение еще мало: нужно дополнИ' 

тельно проверить условие lim /■„(.*) = 0. Проверить это условие част° 

удается, используя конкретный вид остаточного члена в формУ^ 

Тейлора. Для всех бесконечно дифференцируемых функций, которь*е
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0етятся в данном курсе математики, это условие выполнено, и мы 

е° буДем проводить его проверку. Для многих элементарных функций 

^  дожение в степенной ряд можно получить непосредственно по 

Раду коэффициентов ряда Тейлора. Не останавливаясь на деталях

01 д0бных построений, приведем сводку нескольких наиболее важных 

г'°зЛОжений. Область сходимости соответствующих рядов легко 

Рпределяется по признаку Даламбера:

V V VП 00 V-W

v-3 v-5 v 2w+l оо /  i\/7 .*.2/7+1. x = x_£_ + £__...+(_l)-_£---+11> = у Н U L — ; U <+®,
sinX 3! 5! (2/1 + 1)! (2л + 1)!

2 „ 4  v 2n oo /  i\ / iv 2/i

V  2 Y-3 v  /7 00 V A7

1п(1+X) = X - 4 r +4 - - - + (-1)и_|— + ...=Xc- I)"- ’ — ; Ixl < i,
2 3 n %  n

v-3 V 5 „2/1-1 °° V 2" - 1 , I

arctgx = x-  — + —  + -  = ^ T T ; W < 1 '

„  + 1 Г = 1+2 х+ 2 <й 11) х . +...+

«!

(Этот ряд называется биномиальным.)
Естественно, что не только степенные функции оказываются по­

лезными при использовании функциональных рядов. Важный раздел 

математики возникает при построении разложений функций в три­

гонометрические ряды. Если функция/(х) определена на промежут­

ке длины 2л, например, на отрезке [-я, я], то речь идет о ее пред- 

^авлении в виде ряда

/ ( х )  = а 0 +(fl| cosx + ̂ i sinx) + (a2cos2x + * 2 sin2x) + ...+

+ {ап cos пх + b„ sin их) +... = X- ̂ а ” cos пх + s*n пх '̂
/7=0

Заметим, что в силу периодичности синуса и косинуса этот же ряд 

Мо*ет быть использован для представления функцииДх), имеющей 

ПеРиод 2л.

Для функций, определенных на произвольном отрезке [а , Ь\, 

^о^кно рассмотреть аналогичные ряды, построенные на основе си-
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стемы тригонометрических функций: cos соях, sin соях, п = О, 1,2 

с периодом Т = Ь - а.

Ограничимся здесь лишь указанием на эту общую идею, поскол 

ку построение разложений функций в тригонометрические ря ' 

использует понятие интеграла, еще не обсуждавшееся в данном ку? 

се. Укажем лишь, что разложение функций в тригонометрически 

ряд накладывает значительно меньше требований на функцию 

чем предъявлялось при разложении ее в ряд Тейлора: достаточно’ 

чтобы функция имела всего одну производную на интервале (-л, 

причем и это требование может быть значительно ослаблено. Раз_’ 

ложение функции в тригонометрический ряд тоже обладает свойством 

единственности, а коэффициенты ряда могут быть определены по 

так называемым формулам Фурье.

Для примера приведем без доказательства разложение в тригоно­

метрический ряд функции у = х2 на [-л, я]:

х 2 = ^  + 4У t i i : cosWx = ̂  + 4f-cosx + ̂ ^ - H ^  + ...
3 п2 3 I  4 9

Тригонометрические ряды оказываются очень полезным инстру­

ментом при исследовании периодических процессов и решении ряда 

сложных задач из физики.

7.6.4. Примеры использования рядов 
в вычислениях

1й

се

Числовые ряды находят широкое применение при вычислении 

важнейших констант. Например, число е возникло в данном курсе 

в виде предела некоторой последовательности. Вычислить его значе­

ние с помощью этого предела затруднительно. Значительно проше 

воспользоваться приведенным ранее разложением в ряд функции &• 
Полагая х  = 1, находим

в = 1 + 1 + 1  + 1  + ±  + 1  + ...
2! 3! 4! 5!

Если ограничиться выписанными членами разложения, то полУ' 

ченная частичная сумма ряда даст приближенное значение числа ес 
недостатком: с = 2,717.

Необходимо оценить погрешность полученного результата. 

один из вариантов такой оценки:
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1 1 . 1
О </■„(*) б! + 7| + 1 < ± ' и Ц ' У - к . . !

1 7 7-8 ) 6 ! . 7 W  ,
6 !

1 1 _  7 

6! ! _ 1  6 ! 6 

7

< 0,002.

Итак, мы получили оценку числа е: 2,717 < е < 2,719. Аналогично 

и10#н° вычислить приближенно и число л, если в разложении для

функции arctgx положить x = J = .  Тогда arctgx = ̂ .

В математических справочниках можно найти таблицы многих 

важных функций (синуса, косинуса, логарифма и т.д.). Составляют­

ся такие таблицы чаше всего с использованием разложений соот­

ветствующих функций в степенные ряды.

Особый интерес могут представить вычисления с помощью сте­

пенных рядов значений некоторых важнейших неэлементарных 

функций, возникающих при решении прикладных задач. Например, 

ранее упоминалась функция, играющая важную роль в теории веро­

ятностей, типа е х\ Это элементарная функция. Н о важна не только 

она, но и та функция, которая совпадает с указанной после диффе­

ренцирования, т.е. функция Ф(х), удовлетворяющая равенству

Ф' = е~х\

Эта функция Ф(х) оказывается уже неэлементарной. Поэтому по­

лучить для нее разложение в степенной ряд крайне важно, хотя бы 

потому, что тем самым создается возможность не только исследовать 

ее по виду степенного ряда, но и вычислять с любой точностью ее 

значения. А построить такое разложение оказывается несложно. За­

пишем вначале соответствующий ряд с неопределенными коэффи­

циентами

Ф(л:) = с0 + с,х + с2х 2 +... + с„х" +....

Можно выписать и разложение в степенной ряд функции е~х~, 

ес;1и подставить в разложение функции е? выражение (-х2) вместо х:

2\3 Л_*-2\л
2 - г 2 (-х2)2 (-х2) (~х )е-*2 = i + _ ^  + L iL i _  + L _ i -  + ... + l—

1! 2! 3! п\

Поскольку степенной ряд можно почленно дифференцировать, 

Пикает тождество
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с, +2с2х + 3с}х г +... + пс„хп '+ ...=

= 1 [ -х2 1 (-.у2)2 f (-Х2)3 | | (-Х2)" |

1! 2 ! 3! п\

Тождество возможно лишь при совпадении коэффициентов

одинаковых степенях х  в левой и правой частях равенства, т. е. 

с, = 1, с 2 = 0, с3 = — зТ|Т’ С* = ° ’ = 5^2! ’ Сб = ° ’ С? = ~ 7 0 !’ ° 8 = ° ’

(-1)*
с2к = ®> С2к +

(2к + \)к\'

Коэффициент с0 указанными условиями не определяется. Дд„ 

однозначного определения функции Ф(х) потребуется дополнитель- 

ное условие. Например, можно потребовать, чтобы Ф(0) = 1. Тогда 

очевидно, с0 = 0. И мы получаем разложение:

Ф(х) = ±
to(2n + \)n\

х 2п+].

З а м е ч а н и е .  Прием нахождения решения в виде степенного 

ряда, продемонстрированный в данном примере, относится к раз­

новидности метода неопределенных коэффициентов, который 

применяется во многих разделах математики.

Правда, у данной задачи существует более простое решение: если 

использовать понятие интеграла (обсуждаемое в гл. 8 курса), то ис­

комое разложение для функции Ф(х) получается почленным инте­

грированием ряда, в который разлагается е х2. Оказывается, что 

почленное интегрирование степенных рядов — тоже допустимая 

операция.

Тригонометрические ряды также используются для представления 

неэлементарных функций, например решений некоторых диффереН' 

циальных уравнений, моделирующих физические процессы.

Приведенное ранее в качестве примера разложение в тригономе' 

трический ряд функции у = х2 можно использовать довольно неоЖИ' 

данным образом. Замечаем, что при подстановке х = п в это разЛО' 

жение возникает равенство

00 J Т
Z 1 _  пг 

п=\ п О

т.е. найдена ранее неизвестная сумма уже знакомого нам числовой 

ряда.



Глава  8

ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

8.1.1. Первообразная и неопределенный 
интеграл

Как ясно из гл. 7, операция дифференцирования, сопоставляющая 

функции у = fix) ее производную/'(х), оказалась очень полезной, 

поскольку позволяет решать многие чисто математические и при­

кладные задачи. Общая логика математических построений пред­

сказывает, что имеет смысл поставить вопрос об обратной операции, 

у которой есть большие шансы оказаться не менее полезной. Смысл 

ее таков: дана функция fix), на которую мы теперь смотрим как на 

результат дифференцирования некоторой другой, пока неизвестной 

функции /^х). Эту функцию надо найти.

Первый вопрос, который возникает: существует ли такая функция 

Дх) для данной функции Лх), что F'(x) =Дх)? Если да, то ее назы­

вают первообразной для fix), и возникает второй вопрос: как найти 

первообразную?

Процедуру нахождения первообразных называют интегрирова- 
чием.

Дифференцирование

F(x) ^ _______________________ =»Г / ( х )  ( / ( х )  = F'(x)).

Интегрирование

Глубокое исследование вопроса о существовании первообразной 

^°*но временно отложить, поскольку операцию дифференцирования 

**■ Могли выполнять для любых элементарных функций, и, значит, 

а°с Функций, у которых первообразная есть, с практической точки 

^ ения достаточно широк. Задумаемся вначале над тем, сколько мо- 

ет быть первообразных у данной функции, если есть хотя бы одна.
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Если к первообразной добавить любое постоянное число, то Сц 

ва возникает первообразная для той же функции: из F'(x) =Дх) д 

тождественно постоянной с следует (F(x) + с)' = Дх).

Предположим теперь, что F^x) и F2(x) — две первообразные д* 

f(x). Тогда для их разности имеем

(F,(x) - F2(x))' = Д х )  -Д х ) = 0.

Однако функция, у которой производная равна нулю во всехтоо 

ках, является тождественно постоянной, так как ее приращение пр„ 

изменении х тождественно равно нулю (это вытекает, например, Из 

теоремы Лагранжа — см. подразд. 7.3). Поэтому делаем вывод: есл„ 

для функции Дх) существует первообразная F(x), то существует ®  

мейство первообразных, зависящее от произвольной постоянной с 

имеющее вид F(x) + с и называемое неопределенным интегралом от 

Дх). Причем любые две первообразные для данной функции отли­

чаются лишь постоянным слагаемым. Для обозначения такого се­

мейства первообразных принята запись

jf(x )dx  = F(x) + c.

Здесь J — специальный знак интеграла;Дх) называется подын­

тегральной функцией, a J{x)dx — подынтегральным выражением.

Далее выяснится, что это на первый взгляд усложненное обозна­

чение имеет глубокий смысл и удобно в использовании.

Рассмотрим примеры.

П р и м е р  1. j x 2dx = ̂ -  + с, поскольку ^ ;у- + с j  = * 2-

П р и м е р  2. Ан а ло г ич н о  Jsinx^x = -cosx + c , поскольку 

(-cosx + с)' = sinx.

Из приведенных определений легко усмотреть следующие свойства 

неопределенных интегралов:

1) (jf(x)dx)' = f(x)-, d\f(x)dx = f(x)dx\

2) j  f'(x)dx = f(x ) + c ;fd f (x) = f(x )  + с

(образно говоря, интеграл и дифференциал «уничтожают» другДрУ' 

га, если соответствующие операции выполняются одна за другой)!

3) jkf(x)dx = k jf(x )dx , где к — постоянная;

4) j [/, (х) + / 2(х)]</х = J / , (X)dx + \f2(x)dx.
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дти свойства проверяются дифференцированием обеих частей 

„еНства (предполагается, что все указанные интефалы существуют).
РЯк U_
- алгебраической точки зрения они означают, что операция инте- 

рИрования (так же как и дифференцирования) является линейнои.

8.1.2. Простейшие приемы вычисления 
неопределенных интегралов

Вспомним табл. 2 производных для простейших элементарных 

функций (не забудьте, что ее надо знать наизусть). Теперь на нее 

^ожно взглянуть и как на таблицу интегралов. В самом деле, взяв 

функции, которые получились в результате дифференцирования, 

в качестве исходных, замечаем, что соответствующие им функции, 

от которых вычислялись производные, будут их первообразными. 

В результате возникает следующая таблица интегралов (мы запишем 

ее в немного преобразованном виде ради удобства дальнейшего ис­

пользования).

Таблицу 3 также необходимо выучить наизусть.

Обратим внимание на следующие моменты.

I. Если таблица производных включает в себя производные всех 

простейших элементарных функций и поэтому с ее помощью и с по­

мощью правил дифференцирования можно вычислить производную 

любой элементарной функции, то приведенная таблица интегралов

Таблица 3. Интегралы некоторых элементарных функций

I. \du = u + c
..tx + l

2. \uadu =-- - + c (a *- l)
J a + l

3- - = In Iwj + с 
и

4. faudu = -̂— + c, 
1 \na

jeudu = eu +c

|sinwt/w = -cosM + c 6. JcosM^M = sinM + c

7. f du
Jw r tgw+c

8. f ^“ - = —ctgu + c 
3 sin и

9. f du 
J = arcsin u + c 
V i - « 2

10. f-^T = arctgM + c
1 1 + UL



содержит лишь «избранные» функции под знаком интеграла. ft * 

зультате пока нет уверенности, что любая простейшая элементарь/ 

функция имеет первообразную, тем более элементарную. К обсСГ51 

дению этого вопроса мы еше вернемся. 4

2. Если воспользоваться свойствами 3 и 4 интеграла, то ясно, ^  

постоянный множитель можно вносить за знак интеграла (а'п 0 

ним — и под знак дифференциала) и выносить его, разбивать пц11 

ынтегральное выражение на сумму нескольких выражений, а зате 

по отдельности вычислять интегралы от слагаемых. Это позволяет 

вычислить многие интегралы. Например,

jO + 3x)dx = jdx + 3fxdx = x + 3^- + c.

3.Мы не случайно обозначили переменную интегрирования бук­

вой и, а не х, имея в виду, что все приведенные формулы будут вер­

ны для любой дифференцируемой функции и = и(х). Это замечание 

существенно расширяет класс функций, для которых интегралы 

можно вычислять с помощью данной таблицы. Например,

J sin2 x J(s inx) = S‘n̂  х + с, здесь и = sinx;

f 4 ! M  = in| in*|+C, здесь г/ = 1пх;
J lnx

г dx rd(l + x) . I, ,
J----= l~~i---- = ln 1 + x +c, здесь u = \+c.
J 1 + X  J 1 + X

Использование этого приема вычисления интегралов носит на­

звание метода подстановки, или замены переменной', ради упро­

щения вычислений в интеграле \f(u)du можно вместо и подставить 

функцию и = м(х), у которой существует непрерывная производная 

и'(х), и наоборот, в исходном интеграле |ф(х)а!х можно представлять 

подынтегральное выражение в виде Ди)du после обозначения 

= и(х). Последнее мы уже пояснили примерами. А вот пример ДР>" 

гого варианта использования метода.

Подставим вместо х  в интеграл /  = f— — —  выражение аи. Т°г̂
J а 2 +х2

получим

, г d(au) 1 г du 1 i х
— 7— Го— J 2 — arctgw + c = — arctg— + c.

J a 2+(au)2 a J l + u z a a a
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r dx 1 . х  _
ИтаК’ J a 2 + x 2 ~a + C‘ Формулой можно дополнить

таблииУ интегралов.

8.1.3. О вычислимости интегралов 
в классе элементарных функций

Как выяснится далее, возможность вычисления неопределенных 

(1цтегралов принципиально важна как в теоретическом, так и в при- 

|Сцадном плане, и поэтому исследуется в математике особенно глу­

боко. К- сожалению, соответствующая задача оказывается довольно 

сложной и не имеет исчерпывающего решения.

Прежде всего должен быть рассмотрен вопрос о классе функций, 

для которых интегралы существуют. Укажем без доказательства, что 

в нем заведомо содержится класс непрерывных функций. В частно­

сти, интегралы от элементарных функций существуют (поскольку все 

они непрерывны всюду, где определены).

Однако факт существования вовсе не означает, что все первооб­

разные для элементарных функций находятся в этом же классе: они 

могут оказаться неэлементарными функциями и поэтому их уже не­

возможно выразить теми средствами, которыми элементарные функ­

ции задаются (конечное число арифметических операций с простей­

шими элементарными функциями и операций образования из них 

сложных функций). Например, удалось доказать, что в элементарных 

функциях нельзя представить интегралы

fsin x dx- [*L-\e-*'dx.
J x J lnx  J

Некоторые из такого рода интегралов очень важны, поэтому их 

ВЬ1Ражают с помощью более сложных математических конструкций, 

Например с помощью так называемых функциональных рядов, пред- 

ставляющих собой бесконечные суммы функций из некоторых клас- 

СОв (степенных, тригонометрических и др.), либо составляют для них 

Сг,еииальные таблицы числовых значений, как, например, для по- 

С],еДнего интеграла, часто использующегося в теории вероятностей 

математической статистике.

Конечно, интегралы, выражающиеся в элементарных функциях, 

Редставляю т особый интерес. Вычисление их часто оказывается 

0̂ СЬМа сложной процедурой, поэтому скажем сразу, что существуют 

„ 1ЦиРные таблицы неопределенных интегралов, которыми можно 

Льз°ваться при решении практических задач. Любой полноценный
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справочник по математике содержит более или менее полные й 

писки из таких таблиц.

Занимаясь самостоятельным вычислением интегралов, никог 

не следует забывать о том, что правильность полученного результа 

всегда легко проверить: достаточно продифференцировать поп* 

ченную функцию и сравнить производную с подынтегральной ф у^ 

цией.

Для некоторых важных классов элементарных функций существ' 

ют теоретически разработанные методы вычисления интеграл0б 

Важнейшим из них является класс рациональных функций вид 

Р (х)
К(х)= " где Р„(х) и Q Jx) — многочлены. Для этих функцвд

существует алгоритм (в общем случае довольно сложный), позволяю­

щий вычислить интеграл. Поэтому любой интеграл, в котором под. 

ынтегральное выражение с помощью подходящей подстановки может 

быть преобразовано к виду R(x)dx, вычисляется в классе элементар­

ных функций. И для многих случаев соответствующие подстановки 

рекомендуются математической теорией. Мы ограничимся приведе­

нием нескольких примеров.

П р и м е р  1. Пусть /  = | 

1
Замечаем, что

dx

х 2~а2

2 а
х 2 - а2

________ 2 а
х- а  х+а

поэтому

2 а 3 х- а  2а 3х + а 2а

г dx г d(x-a) ■
(мы заметили, что ---- = -------, выполнили замену и = х - о и

J х- а  J v-_"х- а

использовали табличную формулу 3).

Итак, |
r dx - * In

x-a

* x 2- a2 2 a x + a
+ с . Последний интеграл уже мо#Н°

включить в таблицу, пополняя ту, что приведена в подразд. 8.1.2- 

П р и м е р  2 . Пусть /  = J \ l a 2 - x2dx (а > 0 ). Сделаем заме**

x = tfsin/, где Тогда \ja2 -х 2 =acost\ dx = a^(s in^) "
2 2

= acostdt. П оэтому /  = а~ Jcos2 tdt. Воспользуемся формУ ^0

2 * 1 + COS 21 
COS t - -------, получим
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I  = a ^ ^  + a ^ ^ L d t  = a _ t  + ^ \ Co , 2 t d m  =

a 2, a 4 . a 2
~~2 * +— sin2r + c = -—(/ + sin/‘cosr) + c.

Интегрирование завершено, но необходимо вернуться к старой 

^ременной, учитывая, что t = arcsin— (так как sin/ = —).

Имеем cos, = V T ^ 7 ^ 1 - [ f )  , значит, окончательно

f\la2 - x2dx = ̂ -arcsin — +—yja2 - х 2 + с.
J 2 а а

с dx
пример 3. Пусть / = --- . В тех случаях, когда под интегралом

J sinx
находится функция, рациональная относительно sin х  и cos х, пред­

ставить подынтегральное выражение в виде R(x)dx можно с помощью

так называемой универсальной подстановки / = tgy . Тогда, как не­

сложно проверить, s inx=  ^Ц -; cosx = -—l—; dx = (использова-
1 + t 2 1 +t2 1 л-t1

ны формулы тригонометрии). Выполнив такую подстановку для /,

получим

г dt

J i а

/  = р " = ,п М  + с, 
J t

т.е. f— = 1п
J cin vsinx

♦ X 
tg2

л-с.

Кроме приведенных ранее существует еще один метод интегриро- 
вания, далеко не универсальный, но весьма эффективный для некоторых 
Интегралов. Его называют методом интегрирования по частям.

Известно, что для двух дифференцируемых функций и = м(х) и v = 
г ”(х)

d(u-v) = du-v + u-du. 

вычислив интегралы от обеих частей последнего равенства, находим

J udv = uv-\ vdu.

Это и есть формула интегрирования по частям. Цель ее применения 

Т° Ч  чтобы представить исходный интеграл jf(x)dx  в виде J u(x)dv(x),
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таком, что jv(x)du(x) окажется проще для вычисления по сравнению с n. 
ходным. Если это удается сделать, применение метода оправдано, ш

Например, если I  =^x\nxdx, то, положив и = \x\xv\xdx= du, находЗ

du = —  и v = ̂ xdx = ~  (постоянную с здесь можно положить равной нуд  ̂
и поэтому

1 = l n x y - J
х 2 сх2 dx х2, х 2

1---- =— lnx--- + с.
2 x 2  4

Если бы мы захотели проверить правильность вычислений, то под. 
считали бы:

—  1пх--- + с = 2 х . х2 1 2 х , а* 1пл: +------- = jclnx. Т*
2 х 4

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

8.2.1. Задачи, приводящие к понятию 
определенного интеграла

Понятие неопределенного интеграла возникло из чисто матема­

тической постановки задачи об операции, обратной дифференциро­

ванию. Теперь рассмотрим ряд чисто прикладных задач, на первый 

взгляд никак не связанных с предыдущими построениями. Однако 

эти задачи приведут нас к понятию интеграла, тесно взаимосвязан-
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с неопределенным. Эта взаимосвязь чрезвычайно значима, 

Н е л ь к у  открывает возможность решения многих важных и слож- 

’1°С задач прикладной математики.

Предположим вначале, что нам требуется вычислить плошадь 

гуры (связанной с графиком функции у = Дх) на отрезке [а, Ь\) 

^па. изображенной на рис. 129 и называемой криволинейной тра-

Несложно решить эту задачу приближенно, если разбить отрезок 

£] точками х , ( /  = 1, ..., п)\ а = х0< х , < ... < х ,  <xi+ , < ... <х„ = Ь. 

!р0’гда каждую частичную криволинейную трапецию, связанную 

с участком [х,-, х,+ |], можно приближенно считать прямоугольником 

с высотой Л ^ ,) ,  где £,■ — любая точка на [х„ xi+ ,] (рис. 130), и поэто- 

му для ее площади верна приближенная формула AS: ~ /[^)Ах:, где

ДХ; - Xj+ \ ~ Хг
Значит, приближенное решение задачи дается формулой

5 * Х / ( ^ (.) Дх,..
/=о

Для повышения точности результата следует измельчать разбиения 

отрезка [а, Ь] , добиваясь, чтобы X -* 0, где А. = тахДх,. В пределе

возникает точное решение: площадь криволинейной трапеции

5  = И тХ /(4 ,)Д х ,..
х->0 i=0

2. Обратимся к другой задаче. Пусть вдоль прямой движется точ­

ка с переменной скоростью и = v(t), где t — время, a v(t) — непре­

рывная функция. Спрашивается, какой путь она пройдет за период 

времени [?0, Т].
Если бы скорость была постоянной, то путь можно было бы под­

считать (по формуле для равномерного движения) как произведение 

скорости на время движения. Для всего отрезка времени [/0, Т\ эта 

Ф°рмула в общем случае неприменима, однако ее можно использовать 

Как приближенную на малом отрезке времени [/,, ti+ ,], где скорость 

МеНяется мало. В качестве постоянного значения скорости в этом 

^Учае можно взять у (^ ), где — произвольная точка на отрезке 

*/+1]. И дальнейшие рассуждения аналогичны приведенным в ре­

ян ии  предыдущей задачи. Поэтому получаем следующую формулу 

я пути, пройденного точкой с переменной скоростью:



3. Пусть материальная точка дви^р. 

вдоль прямой на отрезке |а, Ь\ и в КгццД51 

точке х  этого отрезка на нее действует -■

Рис. 131

F(x). В общем случае вектор F  обра
сч

с осью Ох переменный угол а  = а(х). Пере 

" менна и величина силы |F(x)|. Требует

подсчитать/! — работу силы (рис. 131) 4 

Если бы сила была постоянной (как по величине, так и по j,a 

правлению), то, как известно, работу можно было бы подсчитать 

взяв произведение пройденного пути на проекцию силы на ось о* 

В предположении, что F(x) непрерывна на отрезке [а, Ь\ (по веди 

чине и направлению), данной формулой можно воспользоваться как 

приближенной для малого участка [х„ хж ] отрезка [я, Ь]. В итоге 

повторяя описанную в предыдущих задачах схему рассуждений для 

искомой работы, получаем формулу

Л = limXl^(4,-)|!cosa(4/)|Ax/.

8.2.2. Понятие определенного интеграла 
и его свойства

При решении этих задач повторялась одна и та же математическая 

схема рассуждений. Оказывается, что она применима в очень многих 

прикладных задачах и поэтому заслуживает чисто математического 

описания.

Пусть ограниченная функция у =f[x) определена на отрезке [а, Ь\ 
Разобьем отрезок точками х, (/ = 1, ..., п):

а = х 0< х |< ...<  х, < х, + | < ... < х„ = Ь,

на каждом участке длины Лх, = х,- + , - х, выберем произвольно точку 

и составим сумму, называемую интегральной:

CT = S /(S ,)A x ,..
/=0

Обозначим Х = шах Ах, и будем неограниченно измельчать Ра3
/

биения, добиваясь, чтобы X -> 0.

Если существует предел Птст, не зависящий от способа разбиеН^

отрезка [а, Ь\ и выбора точек то функциюДх) называют интегр11 

руемой на отрезке [a, Ь], а число lim a— определенным интегр^ 0
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b
0  функции fix) no отрезку [a, b\ и обозначают J f{x)dx . Число

азывают нижним пределом интегрирования, b — верхним. 

а ^заметим, что введенное обозначение (да и само название) указан- 

г0 предела обладает пока ничем не оправданным сходством с обо- 

^°ачением неопределенного интеграла. Однако оно, конечно, не

3 яеКя случайным, а имеет глубокий смысл, о котором речь пойдет

0 братим внимание также на требование ограниченности функции 

Ах) Легко видеть, что это необходимое условие для существования 

интеграла (при его нарушении о  можно было бы сделать сколь угод­

но большой за счет выбора точек £,).

Пользуясь введенным обозначением, можно записать полученные 

выше формулы в виде:

ь
■ s = ̂ f(x)dx — площадь криволинейной трапеции (геометриче-

а

скии смысл определенного интеграла для случая/(х) > 0);

■ 5 = j v(t)dt — путь, пройденный точкой по прямой с переменной

10
скоростью;

ь
■ Л = J| F(x)||cosa|dx — работа переменной силы.

а

Из определения интеграла, свойств сумм и пределов легко усмо­

треть справедливость следующих свойств определенного интеграла 

(предполагаем, что все записанные ниже интегралы существуют):

г а
I. \f{x)dx = -\f(x)dx (так как при перестановке пределов инте-

- О *
Рирования меняется знак у всех Дх,). Учитывая это свойство, следу-

а

ет положить по определению |/(х)*/х = 0 .

а
b

2- Если а < b иДх) > 0 , то \f(x)dx>0 .

3- Если функция у =Дх) интегрируема на отрезке [а, b], то для 

1° б°й точки с внутри отрезка верно равенство

Ь с
J f(x)dx  = J f(x)dx + j  f(x)dx.
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4. jkf(x)dx = kj/(x)dx.
a  a

b ь b
5- J[/i (x) + f 2 (x)]dx = J / ,  (x)dx + J / 2 (x)dx.

a  a о

Значит, определенный интеграл является линейным отображещ, 

ем множества интегрируемых на отрезке [а, Ь\ функций в числов0{

множество. 

ь
6. \f(x)dx <]\f(x)\dx.

и

7. Если т  </[х) < М  и а < Ь, то m(b - а) < |/ (x)dx < M(b~a). |
а

Данное неравенство можно считать оценкой интеграла, к которой 

приходится нередко прибегать в тех случаях, когда точное значение 

интеграла получить не удается.

8. Если т  <f[x) < М, то существует число т  < ц < М, такое, что

\f(x)dx = \i(b-a).
а

Это число называют средним значением функции Дх) на отрез­

ке [а, Ь\, а данное утверждение — теоремой о среднем.

В частности, еслиДх) непрерывна на [а, Ь\, то существует точкас 

(а <с<Ь), такая, что

ь
\f(x)dx = f(c )(b- a ),
а

т.е. функция в некоторой точке принимает свое среднее значение. 

— —  Данное утверждение имеет про'

стой геометрический смысл (рис. 132)' 

площадь прямоугольника с основаНй" 

ем [а, Ь] и высотой Дс) точно равНа 

площади криволинейной трапеийИ' 

В теоретическом плане крайЧе 

важны достаточные условия суМе 

ствования определенного интегр0$ ' 

Мы не будем рассматривать их с 

казательством и укажем лишь в3*  

нейшие факты:
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ф у н к ц и я , непрерывная на отрезке [а , Ь\, интегрируема;

* ограниченная функция, имеющая на отрезке [а, Ь\ разве лишь ко- 

' нечное число разрывов I рода (скачков), интегрируема;

ограниченная и монотонная на отрезке [а, Ь\ функция интегри­

руема.

8.2.3. Формула Ньютона—Лейбница. 
Вычисление определенных интегралов

Ь
Как мы видели, J f(x)dx  является некоторым числом. То же самое

а
число получится, если переменную интегрирования обозначить дру-

ь ь
гой буквой, например t: \f(x)dx = \f(t)dt. Однако если мы будем

а а

считать переменными один или оба предела интегрирования, то 

определенный интеграл окажется функцией от пределов интегриро­

вания.
ь

Пусть, например, существует J f(t)dt. Возьмем произвольную

а

точку а < х < Ь и будем считать ее переменной. Тогда возникает ин­

теграл с переменным верхним пределом

Ф (x) = \f(t)dt.
а

Предположим, что функция Дх) непрерывна на [а, Ь]. В этом 

случае легко показать, что Ф(х) имеет производную Ф'(х), причем 

Ф(х)' =Дс). Действительно, зафиксируем временно значение х и да-
х+Ах

Днм ему приращение Ах. По теореме о среднем: J f(t)dt = f(c)-Ах,
а:

Где с расположена на отрезке [х, х  + Ах] и поэтому

Л+Ддг X Х+&Х

Лф = ф (х  + дх)_ ф (х) = J f(t)dt-\f(t)dt=  j  f(t)dt = f(c) Дх,

Или ЛФ
~т— = / ( с ) .  В последнем равенстве перейдем к пределу при Дх —> 0.
ох

° гДа с —> д. и, в силу непрерывности Д /), имеем lim / ( с )  = / ( х ) .
С-+Х
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Поскольку по определению Ф'(х) = Н т ^ ^ ,  получаем окон
лг-»0  Д х

тельно

Ф'(х) =Лх).

Доказан важный факт.

Непрерывная на отрезке [а, Ь] функция имеет первообразыы 
примером которых может служить интеграл с переменным eepJ

X
ним пределом jf(t)d t.

а

В частности, получено достаточное условие существования нео 

пределенного интеграла J f(x)dx  — непрерывность функции 

(рассмотрение условий существования таких интегралов в под. 

разд. 8.1.1 было отложено).

Возьмем произвольную первообразную F(x) для непрерывной 

функции Дх). Поскольку любые две первообразные отличаются друг
X

от друга лишь постоянными слагаемыми, имеем ^f(t)dt = F(x)+c,
а

Постоянную с в этом равенстве можно определить, если учесть,
а

что J/(x )tfx  = 0 , поэтому 0 = F(a) + с, т. е. с = -F{a). Значит,
а

\f(t)dt = F(x)-F(a).
а

В частности, при х = b получаем

ь

f f(x)dx = F(b)-F(a)
“

(мы снова обозначили переменную интегрирования буквой х). ’ 

Полученная формула носит название формулы Ньютона—Лейб­

ница. Это одна из самых замечательных формул, открытых за всю 

историю человечества. Она устанавливает связь между определенны*1 

и неопределенным интегралом, создавая тем самым возможное^ 

эффективного вычисления определенных интегралов, который 

в свою очередь, имеют широчайшую сферу практических прилов 

ний.

Смысл формулы очень простой: при вычислении определенног° 

интеграла достаточно найти любую первообразную для подыНте 

тральной функции и вычислить ее приращение на отрезке, по КОГО'

рому производится интегрирование.
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Иногда формулу Ньютона—Лейбница записывают в виде 

\f(x)dx = F(x) |*.
а

Здесь F(x) первообразная для/(х), при вычислении прираше- 

0  которой  вначале надо подставить вместо х  в F(x) верхний предел 

^цтегРиРования и вычесть из полученного значения результат под­
становки в F(x) нижнего предела.

З а м е ч а н и е .  Формула Ньютона—Лейбница в приведенной нами 

записи требует пояснений о наличии связи между функциями Дх) 

й р(х). Она верна лишь в предположении, чтоДх) = F'{x). В прин­

ципе данный факт можно было бы отразить и в самой формуле: 

ь
| F'(x)dx = F(b) - F(a).

Например,

К
js inxdx = -cosxlo =
о

= -cosn-(-cosO) = l + l = 2.

Геометрический смысл полученного результата — площадь кри­

волинейной трапеции, ограниченной первой аркой синусоиды, 

равна 2 (рис. 133).

Однако формула Ньютона—Лейбница не исчерпывает полностью 

проблем вычисления определенных интегралов. Во-первых, для не­

которых (разрывных) функций первообразная может не существовать, 

Хотя соответствующий определенный интеграл существует. Во-вторых, 

Иногда приходится вычислять интегралы, для которых подынтеграль- 

Ная функция задана не аналитическим, а каким-либо иным образом 

Табличным, графическим и т.д.). В этой связи разработаны различ­

и е  приближенные методы вычисления определенных интегралов. 

амые простые из них используют 

°Метрический смысл интеграла —

^°Щ адь криволинейной трапеции,

°РУю можно подсчитать прибли- 

Но многими способами.

Рез пример’ таким: разобьем  от- 

° к [о, Ь\ на равные участки длины

и, подсчитав значения у: рис 133
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(/ = 0 , 1, п - 1) в точках деления, заменим криволинейную щ . 

пецию ступенчатой фигурой, составленной из прямоугольников 

(рис. 134). Тогда

f f(x )d x «^ ^- (y 0 +y]
а П

Эта приближенная формула носит название формулы прямоуголь­

ников. На практике ее используют редко, поскольку естественно 

ожидать, что, взяв вместо прямоугольников обычные трапеции, мы 

практически при том же объеме вычислений получим более точный 

результат.

Н о и формула трапеций, которая в таком варианте возникает, не 

является наилучшей. Оказывается, что самой удачной приближенной 

формулой будет та, которая получается, если через тройки соседних 

точек на графике функции, возникающих в результате разбиения 

отрезка [а, b], проводить параболы с вертикальной осью (рис. 135) 

вычисляя соответствующие коэффициенты а„ Ь„ с, в уравнения' 

парабол у = а, х 2 + Ь, х + с,.

Соответствующая формула носит название формулы парабол, 

Симпсона. Ценность ее не только в повышенной точности, но 

удобстве оценки погрешности приближенного вычисления (замет# 

что оценка погрешности очень часто оказывается самой слоЖн° 

частью задачи, связанной с приближенными вычислениями).

Мы не приводим здесь вида формулы парабол, поскольку ее 

ко применяют для «ручного» счета, а пользуются готовыми комПь1̂  

терными программами, которые чаще всего предусмотрены наиб^ 

популярными компьютерными пакетами средств прикладной 

матики.
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ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

8.3.1. Вычисление площадей фигур
Говоря о вычислении площади криволинейной трапеции, мы, по

qxo строго определено понятие площади многоугольника. Что по­

нимать под площадью плоской (криволинейной) фигуры — вопрос 

п0ка открытый. Наметим путь, следуя которому можно расширить 

класс плоских фигур, имеющих площадь.

Предположим, что плоская фигура может быть разбита на конеч­

ное число криволинейных трапеций (расположенных как по отно­

шению к о си  Ох, так и, возможно, по отношению к оси Оу), ограни­

ченных непрерывными кривыми.

Например, на рис. 136 фигура разбита на три части, из которых 

(3) — «обычная» криволинейная трапеция, ( 1) — криволинейная 

трапеция, симметричная «обычной» относительно оси Ох, а (2) — 

«обычная» криволинейная трапеция, рассматриваемая относительно 

оси Оу (разбиение, очевидно, можно было бы сделать и другим спо­

собом).

Площадь такой фигуры можно определить как сумму площадей 

соответствующих криволинейных трапеций. Таким образом, вопрос

о площади фигуры сводится к понятию площади криволинейной 

трапеции.

Разобьем отрезок [а, Ь\ точками х„ как описано ранее, и на каж­

дом отрезке [х,,хж ] рассмотрим наименьшее значение функции 

т; = min / ( х )  и наибольшее значе- — —

^и  дела, опирались на интуитивное понятие о  площади. В самом 

е.пе- на данном этапе наших построений можно говорить лишь о том,
^ .^/чгл  Л П П РП РП Ри Л  п п и а т и р  гг ___________________________________________ 1 !^ ,^  ЛЛ

НИе: Mj = шах / (х ) .
У

Затем рассмотрим две ступенча- 

Ые Фигуры, составленные из пря- 

Угольников с основаниями [х„

,+ l] И Высотами /и. М  прпйяя  ИЗ

^  Усмотрим пределы площадей 

(\ СтУПенчатых фигур при X -» О 

"'Чахл*,.), эти пределы сушеству-

1£РЖать ее (рис. 137).

Рис. 136
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ют для каждой из ступенчатых фигур и совпадают, поскольку ^  

щади таких фигур являются интегральными суммами для интегр ^

jf(x )dx , который существует в случае непрерывности ф ун кц и и ^

Если теперь определить площадь криволинейной трапеции как лю^ 

из указанных пределов, то мы одновременно получаем не только 

существования площади криволинейной трапеции, но и извест]

'ОЙ
Фа^

нУю

вычислительную формулу: ^  = j  f ( x)dx.
а

Остается заметить, что для фигуры типа (1) (см. рис. 136) площ^

можно вычислить по формуле S = \f(x)dx , а для фигуры типа (2).

и
по формуле 5' = |ф(у)й(у, где л: = <р(у) — линия, задающая криволи-

С

нейную трапецию относительно оси Оу. Тогда площадь любой фигу­

ры, допускающей упомянутое разбиение, может быть вычислена 

с помощью определенных интегралов.

Заметим, что можно еще несколько расширить класс фигур, 

имеющих площадь, если определить площадь как общую границу 

двух множеств: площадей всевозможных многоугольников, содержа­

щихся в данной фигуре и содержащих ее. Здесь не будем проводить 

эти более общие рассуждения, поскольку они имеют лишь чисто 

теоретическое значение.

Рассмотрим примеры.

196



p и м e p 1. Пусть требуется вычислить площадь круга радиуса

п(рЦС- 1 3 8 )-
Понятно, ЧТ°  достаточно вычислить площадь четверти круга (на

r __________

цсУнке выделена цветом). Имеем S = 4\yjR2 -x 2 dx.

Первообразную для подынтегральной функции мы уже вычисли-

1рим

янная а)-

ди в примере 2 подразд. 8.1.3 (вместо R там использовалась посто-

F(x) = ̂ - a r c s in ^  + ̂ У у ?2
2 R 2

П оэт ом у  5  = 4(F (/?)-F(0)) = 4 ^ ^ a r c s in l- 0  \ = nR2, так  как

arcsinl = ^ .

П р и м е р  2. Вычислим площадь фигуры, ограниченной кривыми 

у = х2 и у = х3. Для этого достаточно из площади криволинейной 

трапеции, образованной кривой у = х2, вычесть площадь криволи­

нейной трапеции, образованной кривой у = х3 (рис. 139), т.е.

12'

До сих пор шла речь о площади плоских фигур. Естественно было 

бы обобщить постановку вопроса, обратившись к понятию площади 

поверхности. Это понятие значительно сложнее. Мы ограничимся 

Рассмотрением его лишь для частного - 

слУчая — поверхности вращения.

Рассмотрим вначале площадь боко­
вой поверхности конуса, которую

°пРеделим как площадь развертки ко- 

Нуса, которая возникает, если боковую 

°ВеРхность разрезать по образующей, 

ц Пример по линии z = ку (см. подразд.

•2), и развернуть на плоскости. 

^Возникает круговой сектор, радиус 

Са °Рого I — длина образующей кону- 

TQ’,a площадь будет пропорциональна 

Доле длины окружности 2л/, кото-



г

Рис. 140 Рис. 141

рую составляет дуга 2лR. Здесь R — радиус основания конуса (рИс 

140, 141). Таким образом,

Заметим, что наша аргументация не является математически 

строгой. Тем не менее мы имеем право формально определить пло­

щадь боковой поверхности конуса равенством S = nlR , поскольку 

это не приведет к противоречию с результатами строгой математи­

ческой теории площадей поверхностей.

Далее нам понадобится и формула для вычисления боковой по­

верхности усеченного конуса, которую можно подсчитать как разность 

площадей для исходного и отсеченного конуса (рис. 142). П усть  у ис­

ходного конуса R2 — радиус основания и /2 — образующая, а у от­

сеченного — R\ и Имеем

S = (n/2)—  = n/R. 
2л/

О *Syc.K = л :(/2Л2-/,/?,) = 2л-(/?2^ /,

где / — /2 — /, (при переходе к последней 

записи мы учли, что из подобия треуго^'

Рис. 142

Прямой круговой цилиндр можно Ря° 
смотреть как частный (и предельны 

случай усеченного конуса, когда Rt г J

198



I
fa — высота цилиндра. Поэтому 

И ' еГ0 боковой поверхности верна

Теперь м ож но получить общ ую  

мулу для площади поверхности 

Ч т е н и я . Предположим, что кривая 

% , ) .  определенная на [a, Z>] и такая, 

что Л*) имеет непрерывную произво-

4 ую /'(х ), вращается вокруг оси Ох. 

разбиваем, как обычно, отрезок [а, Ь]

т0чками х, и для каждого участка [х„ ------------------- ----

х j  рассматриваем хорду, соединяю­

щую соответствующие точки разбиения кривой. Возникает ломаная 

линия, вписанная в исходную кривую (рис. 143). Каждое ее звено 

длины /, при вращении образует боковую поверхность усеченного 

конуса, площадь которой мы уже знаем:

д 5 , = 2 я ^ ^ ± ! -/„

где /, = yjbx} + Ау} (по теореме Пифагора) или, учитывая теорему

Лагранжа (см. подразд. 7.3), /, =^/1 + [ / '(^ ,)]2 Ах,.

Площадь поверхности вращения можно по определению поло­

жить равной пределу суммарной площади указанных боковых по­

верхностей усеченных конусов при X 0 , т.е.

5  = lim У  2 п ^ 1 ^ у 1 \+[/'<$,)]2 Ах,-. 
х-оЬ; 2'/=о

Указанная сумма несущественно отличается от интегральной, 

и можно строго доказать, что в пределе получим

5  = 2 п\ f(x)yj\+[f'(x)]2 dx.

а

Стоит заметить, что попутно мы получили возможность легко 

Вь>вестц еще одну важную формулу. Если определить длину кривой 

Как предел периметра вписанной в нее ломаной при условии, что 

наибольшего звена стремится к нулю, то подсчитать эту длину 

°*Н0 по формуле

/ = jyf\ + [f'(x)]2dx.
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Это немедленно вытекает из
, w Г̂г\
факта, что длина такой ломаной ц,0 

жет быть выражена интегральц
п-1 I---------  ^

суммой £  V1 + [ /'(^ ')]2^  ДЛЯ Укя 
*.->0 ' 4' 

занного интеграла.

Подсчитаем для примера д д ^

окружности и площадь сферы (Ри

144).

Для длины окружности имеец,

, -2 х 
у = — г-..... ... , поэтому

2  j R 2 - x 2

X

j R 2 -x 2 j
dx =

= 4Д|
dx

Легко проверить, что первообразной для подынтегральной функ-
R

X X
ции будет /\х) = arcsin— . Поэтому / = 4/?arcsin — 

R R
Для площади сферы получаем

R

4R- = 2kR.
2

S = 2-2n\jR2 - х 2 - ^  dx = 4nR\dx = 4nR2.I Jr̂  I

8.3.2. Вычисление объемов
Понятие определенного интеграла позволяет вычислять объемы 

некоторых тел, в частности тел вращения. Для пространственны* 

фигур более общего вида таких интегралов уже недостаточно: требУ' 

ется введение понятия о так называемых двойных интегралах (оПре' 

деляемых для функций двух независимых переменных) и даже тр°й' 

ных интегралов.

Объем — это мера пространственных фигур, строгое определен*46 

которой может опираться на понятие объема многогранника: п° 

аналогии с понятием «площадь» можно рассматривать классь1 

многогранников, содержащихся в данной фигуре и содержащих e®j 

Общая граница множеств их объемов и называется объемом данН0 

фигуры.
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Ясно, что построение теории объемов многогранников должно 

предшествовать построению указанной общей теории, оно, в свою 

очередь, опирается на понятие объема прямоугольного паралле­

лепипеда, которое определяется как произведение его измерений: 

V= abc.
Мы не будем детально строить такую полноценную теорию объ­

емов, поскольку не располагаем упомянутой расширенной теорией 

интегрирования. И воспользуемся этим обстоятельством, чтобы не­

сколько упростить рассуждения, поставив своей целью только рас­

смотрение объемов тех стереометрических тел, о которых речь шла 

в подразд. 6.4.

Начнем с того, что по определению будем считать, что объем при­

змы равен произведению площади ее основания на высоту. Исходя 

из этого, вычислим объем пирамиды.

Для простоты вновь рассмотрим пирамиду типа той, что изобра­

жена на рис. 101 в подразд. 6.4.1 (рис. 145).

Разобьем отрезок [0 , h] точками х,- и, выбрав сечение пирамиды 

в точке х, за основание призмы с высотой Лх, = х, + , - х„ заменим 

Исходную пирамиду ступенчатой фигурой, составленной из таких 

пРизм.

В пределе при X = шах Ах,- —>0 объем такой ступенчатой фигуры 
/

®УДет определять объем пирамиды:

Здесь S, — площадь указанных сечений пирамиды, которую можно

^Дочитать по формуле, полученной в подразд. 6.4: S, = —j S , где
h
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S — площадь основания пирамиды, а ̂  
ее высота.

По определению интеграла имеем

h ? с  3 ^
Vmp= ] ^ S d x =  S х

о И2 3

1
Значит, объем пирамиды равен ^  пр0

изведения площади ее основания на вы. 

соту.

Несложно подсчитать и объем круговое 

цилиндра: в круг основания можно вписать правильный л-угольник 

и определить объем цилиндра как предел при п - »  оо объема вписан­

ной в цилиндр соответствующей призмы (рис. 146).

Ясно, что Киил = 2лRh , где R — радиус основания цилиндра и И - 
его высота.

Рассмотрим теперь тело вращения, возникающее при вращении 

вокруг оси Ох непрерывной кривой у =Дх). Взяв его сечения в точках 

х,- (круги радиуса f( х,)), можно по аналогии с предыдущими по­

строениями заменить это тело ступенчатым, состоящим из цилиндров 

высотой Дх,- = х /+ | - х„ с основаниями — указанными сечениями.

Объем такого ступенчатого тела, очевидно, равен

/=о

Поэтому в пределе при А. —> 0 получаем следующую формулу Д*> 

объема тела вращения:

V = n\[f(x)]2dx.
а

Найдем для примера объем конуса (рис. 147):

VK = nj (кх) 2dx = nk 2 —
о 3

= -пк2Иъ. 
о 3

Или, заметив, что для радиуса основания конуса верна формУ-^ 

R = kh2, находим УК = |лR 2h, т.е. объем конуса равен произведений

i  площади основания на высоту.
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Приведем один пример: вычислим объем шара и его частей 

(рис. 148).

Будем вращать вокруг оси Ох полуокружность y=\R 2 - х 2 . По-

ЛуЧИМ

,*3
Уш = 2л|(>//?2 - x2)2dx = 2л R 2х — ~— = -лЛ 3. 

3

Если ограничиться вращением дуги, расположенной над отрезком 

[R - И, /?], то возникает шаровой сегмент. Его объем выражается 

интегралом

И
^ш.сег=я J (R J - x2)dx = nh2\ R-

R-h

Если присоединить к шаровому сегменту конус с вершиной 

в центре шара и тем же основанием — сечением шара в плоскости 

х = R - И, то возникает шаровой сектор. Легко подсчитать, что его 

объем выражается формулой

V =-nR 2h.
г ш.сег ^

8.3.3. Другие применения 
определенных интегралов

уже многократно использовали в прикладных задачах ту схе- 

^  Рассуждений, которая привела к понятию определенного инте- 

^ а .  С математической точки зрения безразлично, каков качествен- 

Нь'й смысл соответствующих функций: они могут иметь геометри-

Ческ0е или физическое истолкование (как мы это видели на при­
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мере решения задач о пути точки, движущейся с перемен).

Чт<
•j Н П f-

скоростью, или о работе переменной силы). Важно только, чток 

вычисляемая величина могла быть представлена сколь угодно -
1 т°Чц*

суммой, названной выше интегральной. Поэтому сфера приложен 

интегралов чрезвычайно широка. О собенно богаты приложен ** 

в физике: оказывается, что с помощью определенных интеград 11 

могут вычисляться: масса, распределенная неравномерно вд0^6 

стержня, статические моменты пластинок в виде криволинейны^ 

трапеций относительно осей координат, их моменты инерции, koqI. 

динаты центра тяжести и т.д.

Приведем в качестве примера задачу о вычислении массы неодно 
родного стержня плотностью р = р(х), а < х < Ь.

Если стержень однородный, то плотность его постоянна и масса 

т  равна произведению плотности на длину стержня. Этой формулой 

можно воспользоваться как приближенной, если p(jc) непрерывна 

по крайней мере, для малого участка стержня [х,-, х / + ,]. Таким об­

разом,

т~  ]Гр(£,)Лх,-,
;=о

где 4,- — любая точка на отрезке [х„ xi+ ,]. В пределе при к 0, где 

к = шах Дх,, получаем точную формулу:

т
и

-- J р(х)<*с.

В приведенных рассуждениях мы стремились получить с помощью 

интегралов некоторые общие формулы, ориентированные на много-

- кратное использование. Однако во 

многих случаях интегралы выступают 

просто как вычислительный аппарат- 

позволяющий решать те или инь^ 

частные задачи, не претендующие № 

получение подобных формул. РаС' 

смотрим простой пример.

Стена шлюза, испытывающая ДаВ” 

ление воды, имеет форму прямоугоЛу 

ника (рис. 149). Требуется вычислит*’ 

это давление Р.

Как известно, давление ж идкое» 

на горизонтальную пластинку плоч*3 

Рис. 149 Дью S, погруженную на глубиНУ*’
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q весу столба жидкости, расположенной над пластинкой, т.е. 

< н0 phS, где р — плотность жидкости (для воды р = 1).

^Возьмем  полосу малой ширины Дх, погруженную на глубину х.

жНо приближенно считать (ввиду малости Дх), что давление на 

^ е р а в н о  величине хаАх. Разбив весь прямоугольник на такие по- 

кесЫ, можно просуммировать давление, получим приближенное 

д0 иРНие для искомой величины Р:значьг

/7-1

Яа]Гах ,Д х ,.
/=о

В преяеле ПРИ А —> О получаем точное значение давления

/ > = a fx c tc  = t7—  = с̂ — . 
о 2 о 2

Но, пожалуй, самые многочисленные приложения определенных 

интегралов при решении прикладных задач возникают при модели­

ровании процессов и некоторых функциональных соотношений так 

называемыми дифференциальными уравнениями. Сами дифферен­

циальные уравнения всегда отражают в виде математических моделей 

некоторые реальные взаимосвязи и закономерности процессов. А ре­

шаются уравнения чаше всего с помощью интегралов. При этом 

качественный смысл интегралов обычно оказывается скрытым в ходе 

исследования. Но зато полученное с их помощью решение как раз 

и представляет собой основную ценность для содержательного ис­

толкования результатов моделирования.

Краткое рассмотрение теории дифференциальных уравнений 

будет предложено в гл. 9.



Г ЛАВА 9

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

ПОНЯТИЕ О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ 
УРАВНЕНИИ

Как известно, любое уравнение — это утверждение о равенстве двух 

функций (чисел, выражений, некоторых математических конструкций 

и т.д.). Такое утверждение может быть истинным или ложным для 

различных элементов из множества тех, для которых оно имеет смысл. 

Иногда такие элементы называют переменными, или неизвестными, 

в данном уравнении. Если утверждение оказывается истинным, то 

соответствующий элемент называется решением уравнения.

В данном подразделе речь пойдет об уравнениях, в которых в роли 

переменных (неизвестных) оказываются функции, причем в записи 

уравнения (т.е. в формулировке утверждения) эта функция находит­

ся под знаком производной. Такие уравнения называют дифферен­
циальными.

Например, равенство у' + у = х + 2 является дифференциальным 

уравнением с неизвестной функцией у = у(х). Ясно, что функция 
у = х + 1 будет его решением, поскольку при подстановке ее в урав' 

нение возникает истинное равенство для всех х, т. е. тождество по 

переменной х: х  + 2 = х  + 2.

Однако у данного уравнения есть и другие решения, даже цел** 

семейство решений, зависящее от произвольного параметра 6  

у = Се~х + х  + 1 (здесь С — произвольная постоянная, на что указЫ' 

вают записью С  = const).

В этом легко убедиться, подставляя произвольную функцию и3 

этого семейства в уравнение. Вновь возникает тождественное 

переменной х  равенство, поскольку у' = ~Се х + 1. Оказывается, чТ° 

других решений у данного уравнения нет.

9.1.
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Когда ставят задачу решить уравнение, обычно имеют в виду, что

буется найти все решения уравнения или доказать, что их нет.

записи дифференциального уравнения, конечно, могут участво- 

ть пр °изводные любого порядка. Поэтому вводят понятие порядка 
В авнения, понимая под ним порядок старшей производной, входя­

щей в уравнение.

Наиболее общий вид уравнения первого порядка: F(x, у, у') = 0. 

0бЫчНО стремятся привести запись такого уравнения к несколько 

более простому виду: у  =Дх, у).

Еще один вариант записи возникает, если истолковать произво­

дную как отношение дифференциалов у' = —  (см. подразд.7.3). 
д dx
Тогда возникает общая запись уравнения первого порядка в диффе­

ренциалах: dy = f(x,y)dx  или, в еще более общей форме, Р(х, y)dx + 

+ Q(x, y)dy = 0.

Общий вид уравнения второго порядка: F(x, у, у', у") = 0 или 

у" = Дх, у, У'). Например, у" + у' = 0.

Если неизвестная функция в дифференциальном уравнении за­

висит от одной переменной (у = у(х)), то уравнение называют обык­

новенным. Если она зависит от нескольких переменных, то произ­

водные оказываются частными, поэтому и соответствующее уравне­

ние называют уравнением в частных производных. Далее рассма­

триваются лишь обыкновенные дифференциальные уравнения.

Одно из самых замечательных прикладных свойств дифференци­

альных уравнений заключается в том, что с их помощью можно 

описывать (моделировать, изучать) процессы. В самом деле, вспом­

ним истолкование производной как скорости изменения функции, 

а второй производной — как ускорения. Если эта функция связана 

с законом движения S = S(t), где t — время, a S — путь, пройденный 

точкой, то речь идет о  скорости механического движения. Н о и при 

любом другом содержательном истолковании функции у = у(х) ее 

производная у' также получает содержательное истолкование, свя­

занное с процессом изменения у при изменении аргумента. Поэтому 

Дифференциальными уравнениями могут моделироваться химические 

Реакции, рост растений, изменение численности бактерий и попу­

ляций животных, перетекание теплоты, энергии, возникновение 

тРаекторий движения тел и т.д.

Например, известный второй закон Ньютона F= та  фактически 

Представляет собой дифференциальное уравнение второго порядка,

^скольку а = ̂ ^~  а сила F, под действием которой точка движется 
dt2
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вдоль прямой, в общем случае может зависеть не только от врец,.,! 

/, но и от уже пройденного пути и скорости в каждый данный мом ^

времени: F = ^t, S , —  
dt

Если в частном случае оказалось, что F= const, то уравнение

обретает простейший вид ^~ Г  = С о и характеризует равномерНое

движение (с постоянным ускорением). У последнего уравнения очец 

простое решение. Его можно получить сразу в общем виде, вычисли** 

вначале интегралы от обеих частей данного равенства:

f = c 0, + c, I

(здесь С, — произвольная постоянная), а затем еще раз — интегралы 
от обеих частей полученного равенства:

S = ~-t2 +C\t+ с 2 j l

(здесь С : и С2 произвольные постоянные). Обратим внимание, 

что для уравнения второго порядка мы нашли семейство решений, 

зависящих уже от двух параметров.

Для приведенного ранее примера дифференциального уравнения 

первого порядка параметр в семействе решений был только один. 

Оказывается, что это не случайно, и можно доказать, что число про­

извольных параметров в семействе решений совпадает с порядком 

уравнения (если оно, образно говоря, достаточно «хорошее»), 1

1 Ясно, что и другие варианты ис­

толкования производной, например 

как углового коэффициента каса­

тельной, дают полезные трактовки 

дифференциального уравнений' 

Рассмотрим, например, уравнение 

У’ = /(х , У), где Л х , >0 определен*1 

и непрерывна в окрестности неко 

торой точки (х0, у0). Тогда в кажД' 

точке этой окрестности извести0, 

под каким углом должна быть 

клонена касательная к графи*' 

любого решения у = ^(х). Это Нг  

правление определяется значеН

[ОЙ

Рис. 150
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кцииДх, у). Другими словами, указанная окрестность пре- 

фУ щается в поле направлений, а любое решение уравнения — это 

(в этом случае ее часто называют интегральной), которая 

дой точке имеет направление, совпадающее с полем направ- 

'  *„й (рис. >50).
При таком истолковании становится совершенно ясным, почему 

дцфФеРенииальных УРавнений может быть целое семейство реше­

ний-
При желании можно добавить некоторые условия с тем, чтооы 

беспечить единственность решения. Для уравнения /  =f[x, у) до­

с т а т о ч н о  просто указать фиксированную точку, через которую долж­

на проходить интегральная кривая, т.е. потребовать, чтобы решение 

уравнения у = у(х) удовлетворяло условию: при х  = х0, у = у0.

Такого рода условия называются начальными, или условиями 

Коши, а задача поиска решения дифференциального уравнения, 

удовлетворяющего начальным условиям, — задачей Коши.
Приведенные рассуждения показывают, что целесообразно раз­

личать следующее:

■ общее решение дифференциального уравнения, под которым по­

нимается семейство решений, зависящих от произвольной посто­

янной С, за счет выбора значений которой можно удовлетворить 

начальным условиям, т.е. решить задачу Коши;

■ при любом фиксированном значении постоянной С  из общего 

решения возникает частное решение',

■ иногда существуют и так называемые особые решения, которые не 

могут быть получены из общего ни при каком значении постоян­

ной С.

Рассмотрим в качестве примера уравнение

Су - х ) ( /  + у) = 0.

У него есть общее решение у = Се х (обращающее в тождественный 

Нуль выражение во второй скобке в записи уравнения).Если задано, 

НапРимер, начальное условие: при х  = 0, у = 0, то возникает частное 

РеШение (т.е. решение данной задачи Коши) у = 0 (при С  = 0).

Однако уравнение имеет и особое решение у = х, оно, очевидно, 

Не может быть получено из общего, поскольку тождественное равен-
сТВо ~х

= х невозможно.

® самом деле, здесь нельзя взять С = 0 , но равенство невозможно 

в если с *  0; достаточно заметить, что указанные функции по-разному 

дУт себя при х —у оо.
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ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА______________________________ ИВ

Обратимся к рассмотрению уравнения первого порядка/

Первый принципиально важный вопрос — существуют ли у Нег 

решения и можно ли решить задачу Коши?

Справедлива следующая теорема (существования и единствен 

ности решения дифференциального уравнения).

Т е о р е м а .  Если для уравнения у' =Дх, у) функция.Дх, у) опреде. 

лена и непрерывна в окрестности точки (х0, _у0) и производная этой 

функции по переменной у тоже непрерывна, то исходное уравнение 

имеет единственное решение у = у(х), определенное в окрестности 

точки х0 и удовлетворяющее условию: при х  = х0 выполняется у =_у0

Доказательство этой теоремы оказывается довольно сложным, мы 

его не рассматриваем.

Важность сформулированного утверждения не только теоретиче­

ская. Дело в том, что лишь в редких случаях удается получить точное 

решение даже для уравнения первого порядка. А необходимость их 

решения в прикладных задачах очень велика. Поэтому прибегают 

к приближенным методам решения, для которых разработаны весь­

ма эффективные алгоритмы. Однако применение этих алгоритмов 

корректно лишь в том случае, когда заранее известно, что искомое 

решение существует и единственно.

Понятно, что вполне возможны случаи, когда ограничения, обо­

значенные в данной теореме для функции Дх, >>), могут быть нару­

шены. В этом случае нельзя гарантировать существование и (или)

единственность решения.

Это видно уже на простейших 

примерах. Рассмотрим уравнений

у' = —  . При х  = 0 функция f(x,y)s
х

= —  имеет разрыв. И это существен'
х

но сказывается на решениях дифФе' 

ренциального уравнения,связанны 

с начальными условиями, для коТ°' 

рых х„ = 0.

Легко проверить (п од ст ан ов К 0 

в уравнение), что общее решен1* 

Рис 151 имеет вид у = Сх2 , где С  — про**3'
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ьцая постоянная. Это семейство парабол, изображенных на

9°  1 5 1 . Через все точки плоскости, кроме (0, 0), проходит един
рИс 'енная интегральная кривая: условия теоремы выполнены. Одна 

очеви д н о , что через точку (0 , 0) проходит бесконечно много ин-

п ал ьн ы х  кривых — свойство единственности нарушено. Такого 

ТС па то чки  называются особыми (по аналогии с особыми решениями, 

Р°к0торы х  шла речь ранее).

° Довольно немногочисленны случаи, когда удается выразить ре­

шение уравнения у' =f(x, у) в виде функции у = >>(*) или хотя бы 

в неявном  виде, как решение уравнения Ф(х, у) = 0, или, скажем, 

представить через интегралы (даже не вычисляющиеся в элементар­

ных ф у н к ц и я х ) . Все такие решения считаются точными. Н о они, 

конечно, представляют особый интерес, поскольку дают возможность 

более полно исследовать моделируемый процесс или явление по 

сравнению с его приближенным описанием, заданным, например, 

в виде какой-то числовой таблицы. Эти случаи детально анализиру­

ются в теории дифференциальных уравнений, которая является 

большим самостоятельным разделом современной математики. Здесь 

ограничимся рассмотрением лишь двух, наиболее простых классов 

таких уравнений.

Первый из них — уравнения с разделяющимися переменными. 

Каждое из них можно преобразовать к виду

P(x)dx = Q(y)dy,

который характерен тем, что в одной части равенства стоит выраже­

ние, зависящее только от х, а в другой — только от у. Если от обеих 

частей равенства вычислить неопределенные интегралы, то они мо­

гут отличаться друг от друга только постоянным слагаемым (это до­

статочно очевидное утверждение можно доказать совершенно стро- 

Го)- Поэтому

\ P(x)dx = jQ(y)dy

(здесь произвольное слагаемое С  можно считать скрытым в неопре- 

Деленных интегралах). Согласно предыдущему, такое равенство уже 

3аДает общее решение. Если интегралы удается вычислить, то ис­

комое решение у = у(х, Q  получается в неявном виде

Р}(х) = 0\(У) + с >

Де ^(л:) = jP(x)dx и Q\(y) = \Q(y)dy-

^ последнего равенства обычно пытаются выразить у через х
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К уравнениям с разделяющимися переменными относится, в ч^С1, 

ности, уравнение вида У  = Дх). Его решение предельно прост0 ' 

dy =fix)dx и y = \f (x)dx.

Аналогично уравнение у' = Ду) преобразуется к виду
f(y ) Щ

и находят jc = При этом важно проверить, что Ду) ф 0. РР„
J /(у) ' Чц

же ДУ) = 0 , то, находя решения этого уравнения, рассматривают цх 

дополнительно: часто они могут оказаться особыми.

Например, в самом общем случае уравнение

P\(x)Q\(y)dx = P2(x)Q2(y)dy

сводится к уравнению, в котором переменные разделены после деле- 

ния обеих частей равенства на P2(x)Q\(y). При этом равенство Р2(х) =о 

может задавать особые точки, a Q\{y) = 0 — особые решения. 

Рассмотрим примеры.

П р и м е р  1. Пусть вначале у' = — . Решение этого уравнения было
х

приведено ранее в готовом виде. Имеем = (у ф 0, х  * 0). Или
у х

(—  = 2 f— , 1пЫ = 21п|х| + 1пС (произвольную постоянную здесь 
J у J X

удобно взять в виде логарифма, С  > 0). Поэтому

|у| = С|х21, Щ
т.е. у = Сх2 и у = -Сх2. Последние два множества решений можно 

объединить одной формулой у = Сх2, если считать теперь, что про­

извольная постоянная С  может иметь любой знак.

Обратимся теперь к анализу введенных ограничений. Об особой 

точке, связанной с х  = 0, мы уже говорили. Рассмотрим у = 0. Это 

решение исходного уравнения, в чем легко убедиться, подставляя его 

в уравнение. Однако оно содержится в семействе у = Сх2 (при С  = 0)> 

т.е. оно оказалось частным (а не особым).

П р и м е р  2. Рассмотрим процесс распада радиоактивного веШе" 

ства, считая, что скорость распада пропорциональна наличному 

количеству m(t) этого вещества в каждый момент времени t.

Имеем —~ = -кш, где к > 0, так как с течением времени скорой  
dt

распада убывает. Пусть в момент времени t = 0 масса вещества бЫ^ 

т 0 (это начальные условия процесса).
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Ясно, что данное уравнение относится к уравнениям с разделяю- 

^мися переменными. Поэтому

dm , .. (dm
= -kdt wj—  = ~kjdt, \n\m\ = -kt + \nC,

m ' m

m = Ce~kt.

Воспользуемся начальными условиями: полагаем t = 0  и т  = т 0. 

Тогда С = т 0 и закон радиоактивного распада предстает в виде

т  = т 0е к'.

К оэффициент  пропорциональности к зависит от природы веще­

ства.
Зам ети м , что при решении задачи Коши (при х = х0, у = ̂ 0) удоб­

нее пользоваться определенными интегралами и сразу записывать 

искомое решение в виде

J P{x)dx= J Q(y)dy.

*о У о

Нетрудно проверить, что для него начальные условия будут за­

ведомо выполняться, так как, подставляя х = х0 и у = у0, получаем 

верное равенство: 0 = 0 , т.е.

J P(x)dx = j  Q(y)dy = 0 .

*0 -VO

Для примера 2 это сразу давало бы искомое решение:

7 dm Л . . .
\ —  = -k )dt’
т0 0

ln|m|-ln|m0| = -A:/; 

т  = т 0е~к1.

*'1' Другой класс уравнений первого порядка, решение которых всегда 
Мо*но выразить через интегралы, — это линейные уравнения.

Их вид —

у' + Р(х)у = Q(x),

® иазвание объясняется тем, что неизвестная функция и ее производная 
*°Дят в запись уравнения как линейная конструкция. Если Q(х) = 0, то 
авнение называется линейным однородным, в противном случае — Не­
годным.
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Однородное уравнение легко решается, так как переменные в h 
разделяются.

Один из способов решения линейных уравнений заключается в тп 
что их решения разыскиваются в виде произведения двух функций у ~ /Н 
где и = и(х), и = фс). Тогда одну из них, например v, можно выбрать nD°' 
извольно, позаботившись лишь о том, чтобы и = f(x) * 0. Такой под̂  ' 
позволяет упростить вычисления: /  = и'и + ии', поэтому и'и + u(v' + P v )^  
и ради упрощения вычислений можно взять в качестве и(х) любое рещен,̂  
уравнения и' + F\x)v = 0. У последнего уравнения переменные разделяй
ся: -  = -P(x)dx; lnM = - jP(x)dx, т.е. и = e~IPU)dx. Но тогда исходноеуД
нение, из которого предстоит найти и(х), существенно упрощается-

dx и(х) J v(x)

Найдены обе функции и(х) и и(х), т.е. и решение линейного уравне­
ния.

П р и м е р  3. Пусть требуется найти общее решение уравнения у  + 
+ 2ху = 2х. Полагая у = и ■ и и поэтому у  = и'и + ии', перепишем уравнение 
в виде

и'и + и(и' + 2xv) = 2х.

Выберем и(х) так, чтобы и' + 2хи = 0. Тогда -  = -2xdx и v = e~x\ J
v

Подставляем и(х) в исходное уравнение. В результате оно приобрета­
ет вид и'-е-*2 = 2х, т.е. —  = 2хе*2 и и(х)= (2xexldx = (ex2d(x7) = ex! +С,где 

dx 1 1
С — произвольная постоянная.

Итак, общее решение исходного уравнения у = Се~х2 +1.
П р им е р  4. Найти линию, касательная к которой в каждой точке (хь.й 

делит пополам отрезок прямой у = а для 0 < х < х0 (рис. 152).
Уравнение касательной к линии у =Лх) в точке (х0, у0) имеет вид

У ~ Уо =/(х0)(х - х0). 

Поскольку такая касательная дол*н3 

проходить через точку a j, то б®
вид может быть уточнен:

а -Уо=/\х0)\

Это равенство должно быть верн^  ̂
для любой точки (х„, уи) , л е ж а щ е й  

кривой. Поэтому, объявляя точку пе^„. 
менной и обозначая (для уп р о щ ен и я  3
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\ вновь как точку с координатами (х, у), получаем из последней за- 
пИсИ дифференциальное уравнение
П , _ 2>>__2а

х х

ото линейное неоднородное уравнение. Решая его описанным выше
, { ,  2  ) 2 а , 2 п и' 2 „глбом, находим: у - u v , ии + и у - — и =---, о — i> = 0 ; — = —;cfiocuu \ х ) х х V х

= 1пИ = 21пЫ; v = x2\ ^  = - ^ ;  и = -2а\^\ “ = -^ + с<

у = а + Сх2.

Таким образом, указанным свойством обладает любая парабола вида
- Сх2, сдвинутая вдоль оси Оу на величину а (С= const). В частности, при 

У = О касательная к параболе у = Сх2 делит отрезок [0, х0] оси Ох пополам. 
Зтим свойством можно пользоваться практически, строя касательные 
к параболе в любой данной точке.t*

f I ПРОСТЕЙШИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ вт о ро го  п о р я д к а  

Будем рассматривать теперь дифференциальное уравнение вто­

рого порядка у" =/[х, у, у'). Для него может быть доказана теорема 

существования и единственности решения, аналогичная той, что 

приведена ранее для уравнения первого порядка. Правда, условия, 

гарантирующие единственность решения такого уравнения, выглядят 

несколько сложнее. Например, так: при х  = х0 должны выполняться 

Равенства у = у0 н у' = у0' (здесь х0, Уо — заданные числа). Их 

также называют начальными условиями или условиями Коши.

Удовлетворить начальным условиям за счет выбора интегральной 

кривой среди их семейства (множества всех решений исходного 

ДиФференциального уравнения) удается за счет фиксирования кон­

кретных значений параметров С\ и С 2. Таким образом , общее ре- 
tUenue дифференциального уравнения второго порядка является 

°еМейством функций у = у(х, С\, С2), зависящим от двух пара­

д о в .

Найти точное решение уравнения второго порядка удается лишь 

ф я немногих частных случаев. В теории и практике решения диф- 

„ Унциальных уравнений считается достижением даже понижение 
Рядка уравнения, т.е. сведение задачи поиска решения исходного 

авНения к проблеме нахождения решений некоторого уравнения
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первого порядка. Это тоже удается сделать лишь для конкретц 

классов уравнений второго порядка. '

Например, если исходное уравнение имеет вид у" =J{x, у') (т 

не содержит в своей записи в явном виде переменной у), то понц^'

, dy ' d (y ') .
ние порядка возможно: обозначим z- y  =— , тогда г = — —̂ - = 4?

dx dx
и уравнение перепишется в виде z! =f[x, z).

Возможно понизить порядок и уравнения вида у" = /(у, у, 

(в явном виде в его записи нет независимой переменной х). Тогда 

поступают так: временно объявляют у новой независимой перемен­

ной и делают замену z = — ■ Тогда у" можно переписать в вил?
dx 1

d { d-y)
« V dx ) dz dz dy dz ,

у = —----- = —  = —  —  = z—  (мы воспользовались здесь правилом
dx dx dy dx dy 

дифференцирования сложной функции, считая, что г = z(y) и у=у(х)),

Поэтому исходное уравнение перепишется в виде z—  = f(y,z), те
dy |

превратится в уравнение первого порядка.

Конечно, случаи, когда удается получить точное решение уравне­

ния второго порядка, представляет особый интерес.

Самый простой из них: у" =/{х).

Интегрируя обе части такого уравнения по переменной jc, находим 

У' = \y’dx, и поэтому у' = jf(x )dx  + C„ где С, — произвольная по­

стоянная.

Теперь можно проинтегрировать еще раз:

У = \[\f(x)dx~^dx + Cxx + С 2

(специально записали постоянные С, и С2 в явном виде, желая по- 

казать, как в этом случае возникает семейство решений, зависяШИ* 

от двух параметров).

Например, для уравнения у" = е1х имеем

y' = fe2xdx = ±fe2xd(2x) = ±e2x +С,.

Далее, у = ̂ je 2xdx + C, jdx + С 2, т.е. общее решение записывается-

у = -е2х + С,х + С 2 (С, = const, С2 = const).
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guie один класс уравнений, которые решаются даже без процедур 

егрирования — линейные однородные уравнения второго по- 

с постоянными коэффициентами.
V* 0v Их вид —

у" + а,у' + а^у = О,

п и л? — постоянные числа.
где и\

Непосредственно из записи такого уравнения видно, что если 

каким-либо способом удалось найти два решения У|(х) и у2(х), то

комбинация

у = С,у,(х) + Сту2(х)

тоже будет решением. Здесь С, и С2 — произвольные постоянные.

В этой записи решения содержатся две произвольные постоян- 

ные _  столько, сколько и должно быть в общем решении диффе­

ренциального уравнения второго порядка. Возникает мысль: не будет 

ли это общее решение?

У\(х)
Оказывается, будет при условии, что —--- не является тожде-

У2М

ственной постоянной (этот факт приводим без доказательства).

Таким образом , проблема поиска общего решения указанного 

уравнения сводится к поиску всего двух функций, обращающих 

уравнение в тождество. Более того, существует простой алгоритм для 

их поиска. Для этого надо составить по исходному дифференциаль­

ному уравнению так называемое характеристическое уравнение, 

заменив формально у", у' и у, соответственно, на к2, к, к0 = 1, где 

^ — пока неизвестное число:

к2 + а^к + а 2 = 0 .

Характеристическое уравнение является обычным квадратным 

(алгебраическим) уравнением. Для него возможны следующие слу­
чаи:

1- Корни А:, и к2 характеристического уравнения действительные

иРазличные (&, * к2).
Тогда непосредственной подстановкой в исходное уравнение убеж­

даемся, что две функции у, = ек,х и у 2 = ек2Х будут решениями, и, 

СлеДовательно, общее решение будет иметь вид y = C iek,x +С2ек'-Х. 

Например, у" - у' - 2у = 0. Характеристическое уравнение к2 - к - 

= 0 , а его корни кх = 2 , к2 = -U и поэтому общее решение 

* * с ,е2*+ С 2е -



2. Корни кх и к2 характеристического уравнения действительц 

но равные: кх = к2. Тогда можно показать, что общее решение c j j '  

ветствующего дифференциального уравнения можно запис^' 

в виде '

у = С хек'* +С2хекг* .

Например, для уравнения у" -2у'+у = 0  корни характеристическое 

уравнения к, = к2 = 1, поэтому его общее решение у = С хех +С2Хе*

3. Корни характеристического уравнения комплексные, кх \ 

= а  ± /р. Тогда можно показать, что общее решение дифференциал,,' 

ного уравнения предстает в виде

у = e^CiCOS fix + C2sin Pjc).

Например, для уравнения у" + со2у = 0 имеем к2 + со2 = 0 , кх 2 = ±/0 

поэтому у = С, cos сох + C2sin сох.

Заметим, что указанное дифференциальное уравнение представ­

ляет прикладной интерес, поскольку описывает так называемые 

гармонические колебания.

Предположим, что груз массой т  подвешен на пружине и нахо­

дится в среде, сопротивлением которой мы пренебрегаем. Если его 

вывести из положения равновесия и отпустить, возникают свободные 

колебания. Они определяются равновесием упругой силы пружины 

F„ и силой инерции F„ (рис. 153).

При этом Fn подчиняется закону Гука, по которому ее величина 

пропорциональна отклонению у тела от положения равновесия F- 

= -ку. Здесь к > 0, поскольку сила F„ направлена в сторону, противо­

положную отклонению от положения равновесия. Сила инерции 

определяется вторым законом Ньютона F„ = ту”. Здесь у = y(t), где 
/ — время.

Таким образом, должно выполняться равенство ту” = -ку, т е- 
возникает дифференциальное уравнение

У" + со2̂  = 0, где со2 = — .
т

Решение этого уравнения мы уже получили. Перепишем его в не' 

сколько другом виде:

У = С Х cosco/ + C 2 sin со/=

=Vc,2+ c 2 С с
-г 1 cos со/ + . 2 sin со/

J c 2 +C 2 J c 2 +C 2

= \jc2 +С2 (sinacosco/ + cosasinco/).
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I

у--'

jyjbi обозначили sina

т°гда co sa= v ^ F ’
in2a + cos2 a  = 1.

Наконец, используя тригонометри- 

ческую формулу 

sin(a + Р) = sin a  cosp + cos a  sin p, 

получим окончательно у = A sin (co/ + a).

Здесь A = yJC\ + С 2 ■

Это и есть формула гармонических 

колебаний, описывающая свободные 

незатухающие колебания с постоян­

ной амплитудой А, частотой со и начальной фазой а. Конкретный 

вид графика указанных функций для разных А, со и а  может быть 

построен методами преобразования графиков, о  которых шла речь 

в подразд. 5.1.3.

Заметим, что и в более сложном случае — для неоднородных ли­

нейных уравнений с постоянными коэффициентами

у" + а ,У  + агу =Ах),

где а, и а 2 — постоянные, описанные выше вычисления, связанные 

с характеристическим уравнением, оказываются полезными, по­

скольку их общее решение представимо в виде

У = Cty,(x) + С2У2М  + У з(х),

где С,_у! + С2У2 — общее решение соответствующего однородного 

Уравнения у" + + а^у = 0 , а.у3 — любое частное решение исходно­

го Уравнения. На практике _у3(х) нередко удается просто подобрать, 

Учитывая видДл:). Например, если f(x) — многочлен, то всегда суще­

ствует у3(л:) в виде многочлена. Вначале его можно записать для .Уз(х) 

с ^определенными коэффициентами, а затем вычислить эти не- 

°пРеделенные коэффициенты, исходя из того, что подстановка у3(х) 

Уравнение должна давать тождественное равенство.

Например, для уравнения у" - 2у' + у = х  можно попытаться най- 

в виде _у3(х) = ах + Ь, где а и b — пока неизвестные. Имеем

3 (*) = а , у3"(х) = 0 , поэтому после подстановки в уравнение должно 

°лняться тождество

-2 а + (ах + Ь) = х.
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В нем можно приравнять коэффициенты при одинаковых стег1 

няхх, т.е. ах = х, и поэтому а = 1, и -2а + Ь = 0, т.е. b = 2. ^

Итак,у3(х) = х  + 2, и поэтому общее решение исходного уравнец 

имеет вид у = С + С^хе* + х + 2 . 1,;

Предположим, что дополнительно заданы начальные условия: пп 

х = 0 верно у(0) = 1, у'(0) = 0. В этом случае потребуется определи? 

значение постоянных С , и С 2 так, чтобы начальные условия вып0л 

нялись. Подставляя х = 0 в общее решение, а также в его произВо 

дную, получаем систему

С, +2 = 1;

С, + С 2 + 1 = 0,

из которой находим С\ = -1 и С2 = 0. Итак, решение соответствующей 

задачи Коши для данного уравнения задается функцией

у = -е* + х + 2.



ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

ПОНЯТИЕ ВЕРОЯТНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ 
СОБЫТИЙ. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Важнейшим понятием, которое использовалось в описанных выше 

разделах математики, оказалось понятие функции. Обратим внима­

ние, что речь всегда шла об однозначной функции, сопоставляющей 

каждому набору значений своих аргументов единственное значение 

функции. Однако человек живет в мире неопределенностей и неожи­

данности: точно неизвестно, придет ли вовремя ожидаемый транс­

порт, получится ли небракованная деталь при изготовлении ее рабо­

чим, найдется ли нужный товар в магазине и т.д. В данном случае 

неважно, возникает ли подобная неопределенность просто от не­

знания истинной, как правило, весьма сложной, но тем не менее 

однозначной взаимосвязи переменных или причина ее органически 

присуща окружающему миру. Вопрос в другом — можно ли найти 

какие-то закономерности в случайных явлениях, а затем и исполь­

зовать их для достижения тех или иных целей жизнедеятельности?

Рассмотрением таких вопросов занимается математическая дис­

циплина, называемая теорией вероятностей, а многие ее практи­

ческие приложения используются в так называемой математической 
Сгпатистике. Центральным понятием теории вероятностей оказы­

вается однозначная числовая функция, определенная на множестве 

случайных событий и называемая вероятностью события. Таким 

°бРазом, и здесь понятие однозначной функции оказывается основ- 

bIVl инструментом описания закономерностей.

На ранних этапах формирования теории вероятностей использо- 

^ о с ь  так называемое классическое определение вероятности, не 

с^°лне корректное с современных математических позиций. Оно 

взывалось с наблюдениями результатов многократно воспроизво- 

м°го опыта по отношению к определенному случайному собы-
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тиюл. Мы имеем возможность рассмотреть понятие «вероятное 

в современной трактовке, раскрывающей его истинную математик 

скую природу. '

10.1.1. Аксиоматическое определение 
вероятности

Рассмотрим произвольное множество Q в качестве первично^ 

Оно может быть конечным или бесконечным. Для простоты записи 

будем вначале считать его конечным: П = {со,, со2, ..., со,,}. Здесь и 

со2, ..., со„ — все элементы данного множества.

Имея в виду основную сферу дальнейших приложений, будем 

называть Q пространством элементарных событии, а его элемен­

ты — элементарными событиями. Ясно, что эти названия не имеют 

отношения к математической сущности проводимых построений 

Рассмотрим теперь множество всех подмножеств множества Q, ко­

торое мы в данном контексте обозначим Н(Q). Его элементы назовем

Ослучайными) событиями. Событие Q назовем достоверным (как 

известно, Q е //(Q)); событие 0  (пустое множество) — невозможным 

(как известно, 0  е H(Q)). События Aw В назовем несовместными, 

если А П В = 0 .

Пусть, например, мы бросаем игральный кубик. Тогда со,- — это 

факт выпадения /' очков на верхней грани (/' = I, ..., 6); {со,, со2} — со­

бытие, заключающееся в выпадении не более двух очков; {со,, со3, 

со5} — выпадение нечетного числа очков и т.д.

В дальнейшем можно рассматривать не только Н(Q), а любое его 

подмножество F(Q), обладающее тем свойством, что Q е F, 0  е f  

и для любых А е F  и В е F  верно: Af]Be F, A\J Be F. Такое мно­

жество F  называют алгеброй событий.

О п р е д е л е н и е . Числовую функцию Р, определенную на алгебре 

событий F, называют вероятностью, если выполнены следующие 

аксиомы:

1. Для любого А € F  ве р н о  Р(А) > 0 ( а к с и о м а  неотри ц ательн о ' 
с ти ).

2. Р(Q) = I (аксиома нормированное™).

3. Если А е F и В е /"несовместны (т.е. АГ\В = 0), то Р(А 

= Р(А)+ Р(В) (аксиома аддитивности).

Из перечисленных аксиом, в частности, следует, что Р(0) '  

(действительно, ОГ|0 = 0 , поэтому />( ^ П 0 )=  Р(П) + Р(0 ) = \ • н° 

P(Q) = I, значит, Р(0) = 0). Таким образом, вероятность д о с т о в ^ Р  

ного события равна единице, а невозможного — нулю.
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10.1.2. Классическое определение 
вероятности

0 качестве примера рассмотрим классическое определение веро- 

Ф » ости-
Пусть производится некоторый опыт, результатом (исходом) ко-

оГо могут быть равновозможные исходы А,, А2, А п. Например,

Т дбрасывается монета. Как показывают многочисленные наблюде­

ния выпадение «герба» и «решки» равновозможно, что проявляется, 

частности, в том, что число выпадений того и другого типа оказы­

вается приблизительно равным при большом числе опытов (испы­

таний). Или пусть в урне находится одинаковое число скрытых от 

наблюдения белых, черных и красных шаров. Тогда одинаковы шан­

сы вынуть, не глядя, шар заданного цвета. Для отдельно взятого шара 

возм ож ность оказаться вынутым такая же, как и для любого другого 

шара.
Тем не менее понятие «равновозможность» не является матема­

тическим, и поэтому уже в его использовании оказывается заложен­

ной некоторая некорректность дальнейших построений.

Припишем каждому равновозможному исходу опыта вероят-

I
ность —. 

п
Пусть теперь рассматривается некоторое событие Л, наступлению 

которого благоприятствуют некоторые из элементарных исходов Аь 

А2, ..., А„ (а остальные не благоприятствуют). Если их число т , то

положим по определению Р(А) = —, т.е. назовем вероятностью дан-
п

кого события А отношение числа элементарных исходов, ему благо­

приятствующих, к числу всех таких исходов. Это и есть классическое 

°пределение вероятности.

Возьмем другое событие В , несовместное с событием А. Тогда 

очевидно, что P(A\J В)= Р(А)+ Р(В). В самом деле, если наступлению 

с°бытия В благоприятствует т ] исходов, то ни один из них не может 

благоприятствовать/4 (иначе при возникновении этого исхода одно­

временно наступали бы события А и В и, значит, они уже не были 

bI Несовместны).

Поэтому сумме событий A U В (т.е. наступлению хотя бы одно- 

0 113 них) благоприятствует ровно т  + п\\ исходов, а равенство
^  4- уул

^—  = — + —i  как раз и означает выполнение аксиомы аддитив­

ности. "  "
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Другие аксиомы тоже, очевидно, выполняются, и это означа 

что классическое определение вероятности оказывается части 1  

случаем реализации общего аксиоматического определения.

Требование равновозможности исходов, конечно, является ве 

ма жестким ограничением и выполняется далеко не всегда. Поэто^ 

в классической части теории вероятностей оказались исследов^ 

ными специфические задачи, хорошей моделью которых морд 

служить всевозможные случайные выборы без каких-либо пред^*1 

чтений выбираемого объекта среди других (шары из урны, карты из 

колоды, множества т  элементов из их общего набора числом п, На 

блюдения результата какого-то опыта в предположении, что 0ц 

может быть воспроизведен любое сколь угодно большое число раз 

и т.д.).

В теории вероятностей всегда предполагается, что случайные со­

бытия являются массовыми в том смысле, что условия, при которых 

данное событие А может наступить или не наступить, воспроизво­

димы без изменений (хотя бы в принципе) любое число раз. Поэто­

му событие А может описываться экспериментально полученной

характеристикой. Ее называют частотой : fV(A) = — , где пА — чис-
п

ло опытов, в которых событие А наступило, а п — общее число 

опытов.

Многочисленные наблюдения показывают, что массовые случай­

ные события обладают важным свойством: статистической устойчи­

востью частот, суть которой в том, что при п - >  оо величина ^им е­

ет предел. Этот предел естественно было бы назвать вероятностью 

события А: Р(А) = lim W(A). Например, реально осущ ествленны е
Я->оо

несколько тысяч раз опыты с бросанием монеты показали, что «герб» 

выпадает с частотой, очень мало отличающейся от — Однако ясно,

2
что такой подход является лишь экспериментальным основанием ЛЛЙ 

определения понятия вероятности случайного события А. Но, стро­

го говоря, последнее равенство нельзя взять в качестве такого 

определения. Достаточно заметить, что понятие предела мы вводи*1 

лишь для функций, определенных на числовых множествах. Тем 

менее даже в рамках классического определения вероятности удалосЬ 

установить важные теоретические факты, носящие название з а к он<* 

больших чисел. Суть различных формулировок его в том, что пр*1 

определенных ограничениях частота события А действительно °т 

личается от его вероятности сколь угодно мало, если число опЫ т° 8 

п достаточно велико.
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П ростей ш ие задачи теории вероятностей связаны с вычислением 

оЯТНости случайных событий на основе их взаимосвязи с элемен­

тными событиями, а также друг с другом. Приведем простой при-

,£>р. u

' ПУсТЬ игральный кубик бросается дважды, а событие А заключа­

ли в суммарном выпадении более четырех баллов. Всего возможных 

есХодов опыта 6 • 6 = 36 (после выпадения любой из шести граней 

яри перв°м бросании кубика, при втором бросании кубика может 

также выпасть любая грань). Несколько проще подсчитать число 

исХОдов, которые благоприятствуют противоположному событию А 
(в сумме выпало не более четырех баллов). Вот они: (1, 1); (1, 2);

п 1); 0> 3)’ (2> 2); их шесть. Значит, Р(А) = —  = - . Тогда
36 6

Р(Л)=1-Р('4) = 1 -- = - (AiJA  — событие достоверное, поэтому

Р ( А ) +  Р(А) = 1). Таким образом, повторяя наш опыт многократно, 

можно ожидать, что событие А будет наступать в среднем пять раз 

из шести.

10.1.3. Случайные величины
Случайное событие может состоять, в частности, в появлении 

некоторого числа, значение которого не может быть однозначно 

определено условиями его возникновения. Такие события называют 

случайными величинами. В этой трактовке мы сохраняем классиче­

ский подход к понятию случайного события. Однако требование 

корректности в построении математических теорий заставляет нас 

вновь обратиться к аксиоматическому подходу, сохранив классические 

модели в качестве наглядных образцов из сферы практических при­

ложений.
Математически корректно определить случайную величину как 

числовую функцию, заданную на пространстве элементарных с о ­

бытий.

Предположим вначале, что пространство элементарных событий 

Ц^яется конечным множеством. Соответствующую ему случайную 

елИчину называют дискретной', она может принимать лишь ко- 

Стечи°е число значений, каждому из которых может быть сопо- 

^ авлена вероятность его появления в опыте (поскольку определена 

^ Р°ятность благоприятствующих ему элементарных событий). 

йи°дэт°му дискретные случайные величины можно задать таблицей



X X, х 2 хп

р Р\ Рг
'-■

Рп

Здесь буквой ^обозначена случайная величина, Х ь ..., Хп — Пбре 

чень всех ее возможных значений, а Р и ..., Рп — соответствующе 

им вероятности. Такую таблицу называют законом распределенця 

дискретной случайной величины.

Простейший пример дискретной случайной величины нам у^е 

встречался: количество очков, выпавших на грани игрального кубц,

ка. Здесь все вероятности Р, = \, и поэтому можно сказать, что эъ
6

случайная величина распределена равномерно.

Рассмотрим в качестве случайного события состав семьи, наблю­

даемой в населении страны. Каждому такому составу можно сопо­

ставить, например, число детей в семье. Возникает дискретная слу­

чайная величина, возможные значения которой — неотрицательные 

целые числа: 0 , 1, 2 и т.д.

В опыте анализа реального состава семей можно назвать частоты 

каждого из возможных случаев, опираясь на которые можно постро­

ить и теоретическую модель закона распределения данной случайной 

величины. В этой модели найденные частоты будут использованы 

уже в качестве вероятностей возможных значений случайной вели­

чины.

Понятно, что подсчитанные таким способом вероятности явля­

ются теоретической абстракцией, в зависимости от объема наблю­

дений достаточно или недостаточно хорошо описывающей реальную 

действительность.

Кроме дискретных случайных величин могут встречаться и не­

прерывные. Их значения могут принимать (по крайне мере, теоре­

тически) любые числовые значения из некоторого промежутка, н*' 

пример, отрезка или даже всей числовой прямой.

Примером может служить расстояние, которое пролетит снаря̂  

при выстреле из орудия при одних и тех же контролируемых услов11 

ях стрельбы (прицел, заряд и т.д.). Однако на это расстояние влИ»еТ 

и огромное число факторов, учесть которые полностью н е в о зм о# 110, 

и поэтому дальность полета приходится считать случайной.

Непрерывной случайной величиной часто можно считать резУЩ 

таты измерения каких-то параметров реальных систем, время 

текания некоторых процессов, отклонения теоретических значеН 

величин от их значений, полученных в опыте, и т.д.
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Проблема описания вероятностных закономерностей распреде­

ляя непрерывных случайных величин оказывается несколько 

й лее сложной, чем для дискретных. В самом деле, вероятность того, 

qTo слУчайная величина X  примет конкретное значение х0 из про- 

ч1е#Утка ^  = х о) обычно должна быть объявлена нулевой (бес- 

цонечн° малой), поскольку числовых значений на промежутке бес- 

нечН0 много’ а суммарная вероятность (попасть в промежуток 

значений) не превосходит 1. Возникает интересная ситуация: с о ­

бытие X = х0 является возможным, но вероятность равна нулю. 

Н е л ь з я  и перечислить все возможные значения непрерывной слу­

чайной величины.

Поэтому для описания закона распределения непрерывной слу­

ча йной величины пользуются следующей конструкцией. Пусть х  — 

произвольная фиксированная точка на числовой оси. Тогда можно 

рассмотреть случайное событие X <х , т.е. событие, заключающееся 

в том, что случайная величина приняла значение меньшее чем х. 

Пусть Р(Х < х) — вероятность этого события. Если теперь менять х, 

то  возникает функция, которая называется функцией (законом) рас­

пределения непрерывной случайной величины.

Обычно предполагают, что эта функция непрерывна и имеет не­

прерывную производную всюду, исключая, возможно, конечное 

число точек на прямой.

Легко видеть, что 0 < F(x) < 1 (в таких границах находится вероят­

ность) и, следовательно, график этой функции расположен в полосе 

между прямыми у = 0 и у = 1.

Далее F(x) — неубывающая функция, т.е. при х 2 > х, верно 

% 2) ^ Д х ,). Это ясно из определения: если интервал, в котором 

может оказаться случайная величина, расширить (вправо), то шансы 

попасть в него могут только возрасти.

Укажем характерный вид графика F(x) в разных случаях.

На рис. 154 показан случай, когда величина может принимать 

значения на всей числовой прямой.

Если непрерывная случайная вели- 

Чина может принимать значения толь- 

Ко На отрезке [а, b], причем равно- 

^еРно распределена на нем, то график 

Ункции распределения имеет вид 

р маной, показанной на рис. 155. 

авНомерность распределения заклю- 

в том, что любому отрезку Ах

Ксированной длины, вне зависимо- Рис. 154
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сти от его расположения на отрезке [а, Ь\, соответствует одно и то 

же приращение вероятности AF.

Вернемся вновь к дискретным случайным величинам. Для них 

также может быть построена функция распределения F(x), только 

график ее окажется ступенчатым (рис. 156).

В отличие от произвольных случайных событий случайные вели­

чины имеют существенные преимущества в отношении возможностей 

использования математического аппарата их анализа. В самом деле, 

для них в принципе можно использовать графики в декартовой си­

стеме координат, переходить к пределу, дифференцировать, интегри­

ровать и т.д.

Поэтому разделы теории вероятностей и математической стати­

стики, связанные с непрерывными случайными величинами, оказы­

ваются наиболее глубоко разработанными и практически полезными 

в приложениях.

В частности, и закон распределения непрерывной случайной 

величины иногда удобнее представлять не в виде функции F(x), а в 

виде ее производной Дх) = Р(х), функцию /*) называют плотностьк> 

распределения.

Характерный вид графика плотности распределения для функЦ*®1 

F(x) показан на рис. 157.

Если интересоваться, например, вероятностью попадания на °т 

резок [<7, b] случайной величины, распределенной по закону F(x)> т° 

ее легко подсчитать по величине Дх):

ь
Р(а <x<b) = j f  (x)dx.



Действительно, по определению F(x) = Р{Х< jc) ,  и поэтому Р(а < 

<х < b) = F(b) - F(a). Однако по формуле Ньютона—Лейбница

ь ь
F(b) - F(a) = J F\x)dx = J /  (x)dx.

a a

Геометрически искомая вероятность равна площади криволиней­

ной трапеции, заданной графиком функции у =Лх) на [а, Ь]. Если 

представить себе, что b - »  оо и а - »  -со , то в пределе эта вероятность 

будет равна 1.

Иногда этот факт записывают в виде

J f(x)dx = 1.
-оо

Такого вида интегралы мы не рассматривали (в наших построе­

ниях интеграла отрезок [а, Ь\ всегда был конечным). Однако их тоже 

В0одят в математике с помощью указанного предельного перехода 

и называют несобственными.
Ясно, что если значения случайной величины не выходят за 

пРеделы конечного промежутка, обращение к несобственным инте- 

Гралам не требуется.

Для случайной величины, равномерно распределенной на отрез- 

е Ь\ (рис. 158), для плотности распределения, очевидно, имеем

0 при X<а-

1
при а <х<Ь ;

Ь-а

0 при X>Ь.
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10 .2 . ПРОСТЕЙШИЕ ТЕОРЕМЫ О ВЕРОЯТНОСТЯХ 
СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ

10.2.1. Формулы комбинаторики
Классическое определение вероятности позволяет решать пра){ 

тические задачи, связанные со случайными результатами опыт0е 

и испытаний, у которых конечное число равновозможных исходов 

Существует несколько типовых операций с конечными множества^ 

которые оказываются наиболее полезными при соответствуют^ 

вычислениях вероятностей. Науку о них называют комбинаторикой 

Познакомимся с основными понятиями и формулами комбинато­

рики.

1. Пусть набирается совокупность (строка) из к элементов (х,,... 

хк), причем элемент х, можно выбрать п] способами, х 2 - п2 спосо­

бами (после выбора элементах,) и т.д. Тогда строку (х,, ..., х*) мож­

но выбрать я, • п2 ■ ... ■ пк способами. Эту формулу иногда называют 

правилом произведения.

Если, например, из студенческой группы в 20 человек нужно вы­

брать старосту и профорга, то это можно сделать 20 • 19 = 380 спосо­

бами.

2. Пусть дано множество {х,, х 2, х „ } ,  состоящее из п элементов. 
И з этих элементов можно составить упорядоченны е наборы 
(х ;|, х,-2,..., х,- ) (т. е. объявлять какой-то элемент первым, какой-то - 

вторым и т.д.). Каждый из таких наборов, состоящий из к элементов 
(.к < п), называют размещением из п элементов по к\ их число обо­

значается Ак.

Предположим, что повторение элементов в размещении не ДО' 

пускается. Тогда по правилу произведения Ак =п(п-\)...(п-к + ̂ '

= — ——  (число размещений без повторений элементов). НапоМ' 
(п-к)\

ним, что и! = 1 • 2 • ... • п, 0! = 1. Я сно, что если допустить возмо* 

ность повторения элементов, то число размещений окажется РаГ 

ным пк.
Пусть, например, формируется первая последовательность 

дентов в 6 человек для сдачи экзамена в студенческой группе из 

человек. Тогда число возможных ее вариантов

А \0 = —  = 15-16-17-18-19 -20 = 27907200.
20 14!
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3 Если, в частности, в размещениях п = к (т.е. размещаются все 

меНты данного множества), то возникают перестановки; их чис- 

эЛеобозначают Рп. Ясно, что Рп = п\

•1° ЕсЛи, например, множество состоит из трех элементов {а, b, с}, 

можно составить следующие перестановки: (а, А, с); (а, с, b)\ (Ь, 

Т°с): с̂ ’ а ’ с̂ ’ а число: 3! = 1 • 2 -3 = 6.
а' 4. В размещениях учитывается порядок элементов. Но в некоторых 

сл у ч а я х  этот порядок безразличен, а важен только состав элементов, 

^шедших в набор из к элементов, выбранных из множества в п 

элементов. Такие различные подмножества, составленные из к эле­

ментов из набора в п элементов, называют сочетаниями. Их число 

обозначают С * .

Гк п\
Понятно, что С *  = —  = —----— •

Рк к\(п-к)\

Вернемся для примера к задаче о выборе старосты и профорга 

в студенческой группе в 20 человек. Если выбирать только составы 

соответствующих пар, пока не распределяя должности, то это как раз

20 -19
и будут сочетания из 20 элементов по 2; С 220 =  ̂ ■■ = 190. Каждая

выбранная пара содержит две возможности распределения должно­

стей. Поэтому 190 • 2 = 380 — число всех возможностей, вычисленное 

ранее.

10.2.2. Формулы сложения, умножения 
и полной вероятности

I. Если два случайных события А и В несовместны, то, как 

и предусмотрено аксиоматикой теории вероятностей, P(A{j В) = 

~ Р(Л) + Р(В). Это формула сложения вероятностей (верная толь- 

Ко Для несовместных событий).

Пусть, например, в урне 3 белых шара, 2 синих и I красный. 

Подсчитаем вероятность вынуть цветной шар, если шар вынима­

йся наудачу. События «вынуть шар определенного цвета» несо­

вместны; их вероятности, соответственно (для белого, синего и крас-

Ног°), равны- Р  =-  А  = - А  =-. Поэтому искомая вероятность: 
‘  1 6 6 6

Рг + />, Л  + 1 Л .

важный частный случай несовместных событий возникает, если 

Усматривать любое событие А и противоположное ему А (заклю-
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чающееся в том, что событие А не наступает). Очевидно, что A [J 5 

событие достоверное и, следовательно, Р(А) = 1 - Р(А).

Предположим теперь, что события А и В могут не быть незав 

симыми. Рассмотрим два несовместных события АП В и АП В. п ' 

скольку событие/! наступает, если произойдет одно из этих событи* 

имеем

Р(А) = Р(АПВ) + Р(АПВ), 

т.е. Р(АПВ) = Р(А)-Р(АПВ).

Аналогично Р(В) = Р(А П В) + Р(А П В) и, с другой стороны, 

Р(А U В) = Р(А П В) + Р(А П В) + Р(А П В),

поскольку событие A U В произойдет, если наступит одно из трех 

несовместных событий: АПВ\АПВ\ АП В .

Из указанных формул находим

Р(А U В) = Р(А) + Р(В) - Р( А П В).

Эта формула верна в случае как независимых, так и зависимых 

событий А и В.

Говорят, что события Вь ..., В„ образуют полную группу событий, 

если они попарно несовместны (т.е. Bf\Bj = 0  при / фj), покрывают 

все пространство элементарных событий (т.е. В ] U В2 [j...\JBn =П) 

и P(Bj) > 0.

Например, если А Ф Q, то А и А составляют полную группу со­

бытий.

В предыдущем примере с шарами полную группу событий соста­

вят, например, события 5 , — «вынут белый шар»; В2 — «вынут синий 

шар»; Вт, — «вынут красный шар»; или, другой вариант: В\ — «вынут 

белый шар», В '2 — «вынут цветной шар».

Ясно, что для полной группы событий

± P(B i) = P(B,) + ...+ P(Br) = 1.
/•=I

2. Как мы знаем, сумма двух событий A\J В представляет собо 

событие, заключающееся в наступлении хотя бы одного из событИ^ 

А или В.

Аналогично произведение событий А Г) В заключается в одновР 

менном наступлении Aw В.
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Пусть вероятности этих событий, рассматриваемых независимо 

vr от ДРУга ПРИ реализации испытаний: Р(А) и Р(В). Но события 

f  В могут быть взаимосвязаны между собой. Поэтому если извест- 

что при реализации испытаний событие А уже произошло, то 

И ю н ост ь  наступления события В может отличаться от Р(В). 

в Вернемся к примеру с урной. Если вероятность вынуть шар крас- 

„ 1
иоГо цвета г3= - ,т о в  предположении, что событие «вынуть цветной 

^ар» произошло, она увеличится до поскольку цветных шаров 

всего 3.
Поэтому вводится понятие условной вероятности РА(В), под 

к о т о р о й  понимается вероятность наступления события В в предпо­

ложении, что событие А произошло.

События А и В называются независимыми, если РА(В) - Р(В) 

(т.е. факт наступления события А никак не влияет на вероятность 

того, что событие В наступило).

В обшем случае справедлива следующая т е о р е м а  у м н о ж е ­

ния в е р о я т н о с т е й :

Р(АПВ) = Р(А)РЛ(В).

Действительно, если по классическому определению вероятности

событию А благоприятствуют т  случаев из п (т. е. Р(А) = —), а из этих
п

т случаев только т, благоприятствуют событию В (т.е.РА(В) = —-),
m

то всего m\ случаев благоприятствуют одновременному наступлению
yyi

событий А и В (т.е. P(Af]B) = —L).
п

Поэтому доказываемое равенство предстает как очевидное:

аи, m mx 

п п т

Заметим, что события А и В рассматривались как равноправные, 

п°этому Р(АПВ) = Р(А)Ра(В) = Р(В)Рв(А).

Для независимых событий А и В верно Р(АГ\ В) = Р(А)Р(В). 

Примером использования теоремы умножения может служить 

3аДача вычисления вероятности наступления хотя бы одного из не- 

авИсимых событий А|, А2- Пусть вероятность этих событий Р(А\) 
^А 2). Рассмотрим противоположное событие (ни одно из указан- 

Ь*ь,)( событий не наступило): А, ГМ 2- События А] и А2 тоже незави-
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симы, поэтому Р(А\ П Л2) = Р(А,)Р(А2). Тогда вероятность того, 

хотя бы одно событие наступит Р(А\ U А2), можно найти по ф о р ^  ™
[УЛе

Р (А ^ А 2) = \-Р(А,)Р(А2).

Аналогичная формула справедлива для любого числа независимы 

событий Ah А„. Ь

Пусть, например, по цели стреляют два стрелка, вероятность п0 

падания в цель которых Р , = 0,6 и Р2 = 0,7. Какова вероятность того 

что при однократном выстреле стрелков цель будет поражена? , 

Поскольку вероятности промаха стрелков 1 - 0,6 = 0,4 и 1 - 0,7 _ 

= 0,3, имеем Р=  1 - 0,4 0,3 = 0,88.

3. Пусть событие А может наступить лишь при условии появления 

одного из событий В|, ..., В,„ образующих полную группу событий 

Тогда

P(A) = P(B i )PBi (A) + ... + P(B„)PBi (A).

Эту формулу называют формулой полной вероятности. Она лег­

ко доказывается: события А П В, (/ = 1, .. . ,  п) несовместны по условию, 

и поскольку Вь ..., В„ — полная группа событий,

Р(А) = Р(АПВ1) + ... + Р(АПВ„)

(по теореме сложения). Остается заметить, что Р(А П Я ,) = Р( В, )РВ (А) 
(/ = 1, п).

10.2.3. Формула Бернулли
Будем производить повторные испытания, в каждом из которых 

вероятность некоторого события А не изменяется и равна р. Вероят­

ность того, что событие А в испытании не наступит, будет равна 

q=\- р.

Пусть произведено п опытов. Подсчитаем вероятность Р„{к) того, 

что событие А осуществится ровно к раз (и, следовательно, не осУ' 

ществится (и - к) раз).

Например, если наблюдать появление числа 3 при четырех поД' 

брасываниях игрального кубика, то появиться ровно два раза эт° 

число могло бы в следующих случаях: (3, 3, -); (3, 3, -); (3, ЭД 

(-, 3, 3, -); (-, 3, -, 3); (-, 3, 3) — мы указали результаты благопр11' 

ятствующих вариантов опытов; знаком «-» показано появлеНИе 

любой цифры, кроме 3. Заметим, что каждый из перечисленнь1* 

благоприятных вариантов реализуется, когда вместо «-» находив 

любая из цифр, кроме 3. Таких случаев 5 • 5 = 25. Таким образ0**’
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го благоприятствующих вариантов 6-25. Число всех возможных 

9°£ пяов, как ясно из подразд. 10.2.1 (п. 2), равно 64. Поэтому 

*С* 6 25 _25  

"  64 63
Приведенные вычисления вряд ли можно назвать рациональными,

кольку легко усмотреть, что результат можно было бы получить 

Jo формуле

Рп(к) = С к ■ р к qn-k.

Она называется формулой Бернулли.

В самом деле, вероятность появления каждого данного благопри­

ятного результата можно найти по формуле умножения вероятностей: 

события независимы, вероятность однократного наступления равна 

р, а наступления к раз — рк; аналогично вероятность ненаступления 

(п - к) раз — qn k . А всего благоприятных результатов оказывается 

ровно столько, сколько сочетаний можно составить из п элементов 

по к.
Вычисления по этой формуле в примере с кубиком дают тот же

результат: Л ( 2> = С> ( 1 ) { | ]  ( § )  -$■

Будем считать, что произведено п независимых испытаний. Тогда 

число появления события А будет дискретной случайной величиной, 

распределенной по закону:

X 0 1 2 п

р с°пР<г c'np V - ' c I p V 2 Clprcf

Здесь, очевидно, C®pQq° = т̂ак как ~~ ' -

~npq"-' p"q° = р п. Такое распределение случайной величины 

Называется биномиальным. Пусть, например, монету бросают два 

Раза. Тогда закон распределения числа появлений герба будет та­

ким:

X 1 2 0

Р 0,25 0,5 0,25

Здесь вероятность выпадения герба при однократном бросании 

°Четы р = .1 , вероятность противоположного события — q = -i.
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Пользуясь формулой Бернулли, можно решать и много дру- j  

задач, связанных с повторными испытаниями в ситуациях, 

рассматриваются всего два возможных исхода: событие А н а ст у ^^  

и событие А не наступило. 1

Например, вероятность того, что событие А наступит мен 

к раз: 14

Рп(0) + Р„( 1) + ...+ Рп(к - 1),

аналогично — более к раз:

Рп(к+ \) + Рп(к + 2) + ... + Р„(п).

Заметим, что при больших п и к вычисления по формуле Бернул. 

ли становятся довольно громоздкими. В таких случаях иногда поль­

зуются специальными приближенными формулами.

ПРОСТЕЙШИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЗАКОНОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

10.3.1. Математическое ожидание 
случайной величины

Мы видели, что случайные величины (дискретные и непрерывные) 

характеризуются своим законом распределения. Заметим, что это 

исчерпывающая характеристика в том смысле, что в законе распре­

деления содержится вся информация о случайной величине. Никакой 

сколь угодно сложной математической обработкой наблюдаемых 

значений случайной величины о ней невозможно получить сведения, 

не содержащиеся в законе распределения. Однако этот закон часто 

неизвестен и о нем приходится судить на основе каких-то прибли­

женных оценок. С другой стороны, для многих практических зада4 

такая информация является избыточной: достаточно знать лишь не- 

которые количественные характеристики закона распределения.

Простейшей, но очень важной характеристикой является матеМ^' 

тическое ожидание.

Пусть, например, X  — дискретная случайная величина распрей' 

лена по закону:

10.3.

X X| хг х„

р Р\ Pi Рп



Тогда ее математическое ожидание М(Х) определяется равен­

ством
П

M (X ) = x ip ] +х2р 2 +...+x„p„=YJxlp i.
1=1

Обратим внимание на то, что хотя конкретные значения величи­

ны /являются случайными, математическое ожидание М(Х) случай­

ным не является.

Предположим, что производится большое число испытаний и под­

счи ты вается  частота т , появления значений х, (/ = 1 , п). Тогда по 

закону больших чисел частоты их будут мало отличаться от соответ­

с т в у ю щ и х  вероятностей р, (в пределе — сколь угодно мало), и по­

этому

П
М (Х ) «  х,/я, + ... + хпт п = $ > , .т ;.

/=1

Последняя сумма определяет среднее арифметическое наблюдае­

мых значений случайной величины.

Таким образом , математическое ожидание приближенно равно 

среднему арифметическому наблюдаемых значений случайной вели­

чины (при большом числе испытаний).

Пусть, например, испытание состоит в бросании игрального ку-

1
бика. Поскольку выпадение каждой грани равновозможно, р ,-  — .

О

Следовательно, математическое ожидание числа выпавших очков

равно М (Аг) = -(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = ̂ - = 3,5. Число, близкое к этому,
6 6 

получится, если реально бросать кубик много раз и подсчитать сум­

му очков, деленную на число бросков.

Указанная связь математического ожидания со средним арифме­

тическим наблюдаемых значений случайной величины объясняет 

и лингвистический смысл термина «математическое ожидание».

Можно показать, что математическое ожидание суммы двух слу- 

Чайных величин равно сумме математических ожиданий слагаемых:

М(Х+ Y) = М(Х) + M(Y).

А если случайные величины X  и Y независимы (т.е. закон рас­

пределения одной из них не зависит от того, какие значения при­

нимает другая величина), то

M(XY) = М(Х)М( У).
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♦'IЭти утверждения легко доказываются применением формул ело* 
ния и умножения вероятностей (см. подразд. 10.2.2), поэтому читатв ** 
рекомендуется проделать это самостоятельно.Т* Л|°

Если производится п независимых испытаний, в каждом из коТо 

рых вероятность появления события А постоянна, то математичес^ 

ожидание М(Х) числа наступления события А в п испытаниях равн 

пМ(Х). Например, если р = 0,5 — вероятность попадания в цель пр„ 

выстреле из орудия, то при 10 выстрелах математическое ожидацце 

числа попаданий в цель будет равно 10 • 0,5 = 5.

Ясно, что здесь речь идет о биномиальном законе распределения 

поэтому можно утверждать, что для случайной величины X, распрей 

деленной по биномиальному закону, М(Х) = пр, где р — вероятность 

наступления события А при одном испытании, ап  — число испыта­

ний.

Пусть теперь X  — непрерывная случайная величина, значения 

которой не выходят за пределы отрезка \а, Ь]. Тогда по определению 

ее математическое ожидание выражается формулой

M(X) = jxf(x)dx,
а

где/(х) — плотность распределения.

В частности, для равномерного распределения (см. подразд. 10.1.3) 

имеем

Щ Х ) = ]x-±-dx = - 1 * 2
1 Ь2 - а 2 1
О А =Т(Я + *). 2 о-о 2b-а Ь-а 2

Если возможно появление любых числовых значений этой вели­

чины, то соответствующий интеграл оказывается несобственным:

М(Х)=  J х f(x)dx.

10.3.2. Дисперсия и среднеквадратическое 
отклонение случайной величины

Математическое ожидание и среднее арифметическое случайной 

величины — важные характеристики закона распределения, но, знаЯ 

только их, мы имеем еще весьма одностороннее представление о не*1- 

Не ясно, например, как велики могут быть отклонения значений 

величины от этих характеристик. Ведь одно и то же значение среДН6'
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арифметического наблюдаемых значений может получиться как 

Г°сЛУчае' когаа все значения находятся вблизи среднего, так и в слу- 

В е ск ол ь  угодно ббльших отклонений от него в сторону больших 

Меньших величин.

" Для того чтобы характеризовать в среднем величины таких от- 

онений , вводится еще один важный параметр закона распределе­

ния называемый дисперсией.

О п р е д е л е н и е .  Дисперсией (рассеянием) дискретной слу­

чайной величины называют математическое ожидание квадрата 

отклонения случайной величины от ее математического ожидания:

р(Х) = MIX- М(Х)\\

Если дисперсия мала, то значения случайной величины в среднем 

мало отклоняются от математического ожидания, а если велика, то 

отклонения могут быть большими.

В более подробной записи дисперсия D(X) выражается форму­

лой

D(X) = [х, - М(Х)]2Р] +... + [х„ - М (Х ) ] 2 Рп = £ [ * ,-  М (Х ) } 2 р,..
/=1

Здесь X/ — возможные значения случайной величины X, а />, — их 

вероятности.

Оказывается, что дисперсию можно вычислить и по формуле

D(X) = М(Х2) - \М(Х)\2,

т.е. как разность математического ожидания квадрата значений слу­

чайной величины и квадрата ее математического ожидания. Здесь, 

очевидно, М(Х2) = jc,2/?, + ... + х 2р„.
Можно доказать, что дисперсия суммы двух независимых случай­

ных величин равна сумме дисперсий этих величин:

D(X+ Y) = D(X ) + D(Y).

Пусть, например, случайная величина распределяется по бино­

миальному закону: событие А наблюдается в п независимых испы- 

тэниях, в каждом из которых оно может наступить с вероятностью р

11 не наступить с вероятностью q = 1 ~ Р- Вычислим дисперсию чис- 

Ла появлений события А.
Пусть в г-м опыте число появлений события А равно х,. Ясно, что 

Может принять значение 1 с вероятностью р  и значение нуль с ве- 

Р°Ятностью <7 , и поэтому

Д/(х,)= \ р + 0  - q=P\
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D(x,) = Л/(х,2) - [Л/(х,)]2 = ( l2 ■ р + О2 • q) - р 2 = р( 1- р) = pq

Тогда число появлений события А в п испытаниях равно X  = у

Ы 1п
и, в силу независимости опытов, X  = ^ / ) ( х , ) .  Н о  все дисперсии 

одинаковы и равны pq. Поэтому получаем окончательно D(X)

= "pq-
Таким образом, мы уже знаем определенные выше характернее 

ки для одного из важнейших законов распределения — биномиаль 

ного, который определяется формулами Бернулли для числа появле­

ния события А в п независимых испытаниях:

М(Х) = пр и D(X) = npq.

Эти результаты находят применение в теории стрельбы.

Математическое ожидание числа попаданий при нескольких вы­

стрелах равно сумме вероятностей попадания при отдельных вы­

стрелах, а его дисперсия равна сумме произведений вероятности 

попадания на вероятность промаха в каждом выстреле.

Дисперсия — весьма полезная характеристика случайной величи­

ны. Н о она имеет несколько определенных недостатков. Один из 

самых существенных связан с размерностью дисперсии по сравнению 

с размерностью самой случайной величины. Дело в том, что многие 

случайные величины, встречающиеся на практике, имеют размер­

ность. Например, величины, которые встречаются при различных 

измерениях. Тогда если, скажем, случайная величина измеряется 

в метрах, то дисперсия будет иметь размерность м2. Поэтому вводят 

еще одну характеристику, называемую среднеквадратическим от­
клонением и обычно обозначаемую буквой а:

c = jD {X ).

Ее размерность совпадает с размерностью случайной величины.

Пусть теперь случайная величина является непрерывной. ТогДа 

для ее дисперсии и среднеквадратического отклонения используется 

формула

ь

D(X) = \[x-M(X)]2 f(x)dx,
а

где л: — значения случайной величины X, находящиеся в предел3* 

отрезка [a, b],_f{x) — плотность распределения.

c = jD (X ) .
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flcHO, что в случае, когда возможный диапазон изменения значе- 

й случайной величины распространяется на всю прямую, соот- 

Н‘тСтвуюший интеграл оказывается несобственным и берется на

Цроме*У"® от “°° до +сс-
«роме перечисленных выше параметров часто вводят еще не­

сколько, позволяющих описать некоторые другие свойства закона 

определения. Особенно много таких характеристик связано с эм­

пирическим и  законами распределения, которые реально возникают 

в результате опыта. Их рассматривают в так называемой математи­

ческой статистике. Что касается теоретических законов распределе­

ния, то самые важные из них однозначно определяются всего одним- 

двумя параметрами, фиксирующими конкретную функцию F(x) или 

дх) в данном классе функций. Обсудим более подробно, пожалуй, 

самый важный теоретический закон распределения непрерывной 

случайной величины, называемый нормальным.

10.3.3. Нормальный закон распределения 
и его параметры

Непрерывная случайная величина называется распределенной 

нормально, если плотность ее вероятности выражается формулой

/ ( * )  = _ * *  2°2 . 
сту2л

Ранее эта функция уже была исследована (см. подразд. 7.4.4), 

точнее, класс функций, определяемый данной формулой и двумя 

числовыми параметрами о и ст.

Оказывается, что если подсчитать математическое ожидание 

и среднеквадратическое отклонение для нормального закона рас­

пределения по формуле, приведенной в подразд. Ю.3.1 и Ю.3.2 для 

Непрерывной случайной величины, то их значения совпадут с а и с т  

(мы опускаем эти вычисления).

Изменяя математическое ожидание, мы смещаем кривую вдоль 

0си 0*, а изменяя ст, меняем форму кривой: при малых ст всплеск 

кРивой вблизи точки х = а становится более крутым и узким, а при 

Сличении ст он сглаживается и расплывается (рис. 159).

При этом площадь (бесконечной) криволинейной трапеции, огра­

бленной кривой Л *), во всех случаях остается равной I.

вероятность попадания случайной величины на произвольный 

Резок [хь jc2] можно подсчитать интегралом



Дх)
Р(х , <Х  <х7)= J f(x)dx.

Как мы уже знаем, этот пнтегр- 

не выражается через элементарно 

функции, поэтому для его вычисле 

ния используются таблицы, состав 

ленные для функции

о а х

Р и с . 1 5 9 V 2л о
т.е. для частного случая нормально­

го распределения, когда а = 0 и ст = I. 

В итоге получается формула

Полезно заметить, что />(|Лл-а|<ст)*0,68, т.е. при нормальном 

распределении случайной величины около 68 % ее значений не от­

клоняется от математического ожидания более чем на одно среднее 

квадратическое отклонение.

Далее Р(\ X  - а I < 2ст) * 0,95 и, наконец, Р(\Х-а|<3ст)« 0,9973.

Последнее означает, что превосходящие Зст отклонения значений 

нормально распределенной случайной величины от своего матема­

тического ожидания крайне маловероятны. На практике возможно­

стью таких маловероятных отклонений можно пренебречь — это 

правило трех сигм.

Важность нормального закона распределения случайной величи­
ны объясняется своего рода универсальностью его возможного ис­

пользования в качестве модели многих непрерывных случайных 

величин. Как показал А. М. Ляпунов, верна следующая предельная 
теорема.

Т е о р е м а .  Если случайная величина X представляет собой сумму 

очень большого числа взаимно независимых случайных величин* 

влияние каждой из которых на всю сумму ничтожно мало, то X  имб' 

ет распределение, близкое к нормальному.

Примерами использования этого закона могут служить мн°г°' 

численные варианты решения задач приближенного измерения РаГ 

личных величин, теория стрельбы, некоторые экономические мой6' 

ли и т.п. Для случайных величин, распределенных по нормально^ 

закону, разработаны многочисленные специальные методы матеМ^'
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ск0го анализа их свойств и взаимосвязей, составлены удобные 

Практическом применении таблицы.

9 На практике соответствующие законы распределения обычно 

зникают как эмпирические и, вообще говоря, как неизвестные, 

тля т0Г0 чт0^ ы создать возможность анализировать их на основе 

^оретичсских вероятностных схем, часто бывает необходимо про- 

ве р и т ь ,  можно ли принять гипотезу о близости эмпирического за­

кона распределения к нормальному. Заметим, что такая гипотеза 

нереДко и отвеРгается> например в случаях, когда на данную случай­

ную величину оказывает достаточно большое влияние какой-то 

определенный фактор, явно выделяющийся своим значением среди 

о с т а л ь н ы х  влияющих факторов. Тогда кривая плотности распреде­

л е н и я  может стать асимметричной (что может быть выражено специ­

а л ь н ы м  показателем) и, вообще, может оказаться в ином классе 

ф у н к ц и й . Некоторые из теоретических распределений, не являю­

щихся нормальными, тоже важны. Среди них так называемое по­

казательное распределение «хи-квадрат», распределения Стьюдента, 

Фишера и  др. Понятно, что с точки зрения общей теории не так уж 

существен тип закона распределения, как сам факт, что он известен. 

Тогда при любом законе распределения можно производить все не­

обходимые практические оценки основных параметров.

10.4 . ПРОСТЕЙШИЕ ПОНЯТИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
СТАТИСТИКИ

10.4.1. Понятие о выборочном методе
Математическая статистика — раздел математики, опирающий- 

Ся на теорию вероятностей и ставящий своей задачей создавать 

Методы сбора и обработки статистических данных для получения 

°б°снованных научных и практических выводов о закономерностях 

°кРУЖающего мира. Соответствующие данные могут быть получены

8 Результате наблюдений или специальных экспериментов, при этом 

8°3никают проблемы сохранения в них существенной информации, 

РаЦионального математического описания, планирования экспери- 

ента, определения необходимого объема наблюдений. Следующий 

а>кный этап — поиск взаимосвязей между показателями, с помо- 

Ь|°  которых могут быть описаны упомянутые закономерности, 

еНки существенных параметров и величин, интересующих ис­
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следователя. Все это характерные для математической статисти ? 

проблемы. к‘:

Чаще всего речь идет об информации о так называемой генерал 

ной совокупности объектов. Например, о совокупности всехте*^6' 

ческих изделий определенного типа (о промышленных деталя**!' 

о больших социальных группах людей, о массовых явлениях и т 

Исследовать все элементы генеральной совокупности, как прав^ ' 

невозможно либо нецелесообразно (бессмысленно, например, опре’ 

делять срок годности производимых электрических лампочек, под 

вергая соответствующему испытанию все лампочки). В таких случа 

ях исследуется выборочная совокупность или, кратко, выбору 
Число объектов в выборке называют ее объемом.

Понятно, что информация о генеральной совокупности, получен­

ная на основе выборки, является приближенной. Если иметь в виду 

возможности использования теории вероятностей в проводимом ис­

следовании, то естественно считать ее случайной. Правда, формируя 

выборки, необходимо создать определенные условия для коррект­

ности такого рассмотрения.

Прежде всего надо позаботиться о том, чтобы сама процедура вы­

бора не привнесла посторонней информации. Известны многочислен­

ные случаи, когда нарушение этого условия приводило к ошибочным 

выводам всего исследования. Если, например, социолог, интересуясь 

мнением населения района о каком-то вопросе, будет опрашивать 

жителей по телефону, то он должен учесть, что наличие домашнего 

телефона у жителя — существенный посторонний фактор, тем более 

что в беседе с ним с большей вероятностью примет участие человек, 

по тем или иным причинам много времени проводящий дома.

Далее, необходимо, чтобы в выборке нашла отражение информа­

ция, существенная для генеральной совокупности и и н т ере сую щ ая  

исследователя. Иначе говоря, выборка должна правильно представ­

лять закономерности структуры генеральной совокупности, т.е. быть 

репрезентативной.

Одно из существенных условий репрезентативности — ф орм и р0" 

вание выборки по принципу случайности, когда элементы генерал*1' 

ной совокупности имеют равные шансы попасть в выборку. К с°" 

жалению, это условие не является достаточным, и, более того, обе" 

спечение репрезентативности выборки выходит за рамки чисто 

тематической задачи. В зависимости от конкретных у сл ов*-1 

исследования может применяться случайный отбор из всей генер^К 
ной совокупности, случайный отбор после разбиения генеральН0 

совокупности на некоторые части и т.д.
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В любом случае результатом формирования выборки будет так 

азЫВаемый вариационный ряд, в котором указаны наблюдаемые 

рачения статистического показателя и соответствующие им частоты. 

ро сути, это аналог закона распределения дискретной случайной 

еЛцчины, в котором вместо вероятности указаны частоты, — эмпи- 

В ч е с к а я  функция распределения:
ри

X, •*1 х2 Хк

И, «1 п2 пк

Здесь хi — наблюдаемое значение статистического показателя, 

а п. — либо количество соответствующих наблюдений Nh либо от-

N,
носительная частота, т.е. п, = гас N — общее число наблюдении

(второй случай мы далее и будем иметь в виду).

Если случайная величина, связанная с данным показателем, яв­

ляется непрерывной, то обычно весь диапазон ее возможных изме­

нений разбивается на равные промежутки, и тогда я, — это частота 

попадания показателя в соответствующий интервал. В итоге эмпи­

рическая функция распределения предстает в виде таблицы:

1х,,х/+|] [*|,*2] [х2, х3] [хк,хк+,]

п, «1 «2 пк

Здесь показатель х может изменяться в пределах от х, до хк + ,,

х *+| -х,ч
а участки разбиения имеют равную длину И =

/V
Вариационный ряд при больших размерах таблицы не очень удо­

бен для некоторых видов исследования, поскольку не является на­

рядным. Поэтому часто применяют его наглядные аналоги в виде 

полигона или гистограммы.

Полигон — это ломаная, соединяющая точки с координатами 

«,), (х2, П2), (хк, пк) (рис. 160).

Гистограмма — это ступенчатая фигура, составленная из пря­

моугольников с основаниями [х„ х, + J  и высотой — , где И — длина

Промежутка разбиения (рис. 161).

Заметим, что площадь гистограммы равна сумме относительных 

^астот, т.е. единице. Таким образом, гистограмма является аналогом 

аФика плотности вероятности закона распределения случайной

Личины.
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Рис. 161

H L
Xk Xk^Tlt

Пусть, например, некто проводил наблюдения (« = 50) за свощ, 

временем ожидания автобуса при случайном выходе на остановку 

и получил следующий вариационный ряд:

[f|> *14-1 ] [0, 2] [2,4] [4, 6] [6, 8] [8, 10]

«1 0,1 0,2 0,36 0,22 0,12

Здесь И = 2, поэтому соответствующая гистограмма имеет вид, как 

показано на рис. 162.

Итак, пусть получено эмпирическое распределение. Его предсто­

ит использовать для суждения о генеральной совокупности. Ситуация 

значительно упрощается, если для генеральной совокупности изве­

стен закон распределения (например, из некоторых теоретико­

вероятностных соображений). Если это, предположим, нормальный 

закон распределения, то оценить надо всего два параметра: матема­

тическое ожидание и дисперсию 

(или среднее квадратическое от­

клонение). Тогда закон распреде- 

ления будет однозначно определен' 

Сложнее ситуация, когда вид за­

кона неизвестен. В этом случае 

следует попытаться сначала полУ' 

чить информацию об этом законе 

по вариационному ряду. Чаще в ев' 

го это делается на основе выД. '̂ 
жения и проверки так называемы*

статистических гипотез. ^  

обсудим кратко данную идею в пой 

Рис. 1Б2 разд. Ю.4.3, а здесь предположи**’

П1
2

0,18

0,1

0,05

о 10 t



0 имеет место более простой случай нормального распределения

4 сЛедовательно, нас интересуют генеральные параметры а и о  

(см. подразд. 10.3.2).

 ̂ Если объем выборки очень велик, то по закону больших чисел 

качестве параметра а можно принять хв — среднюю арифмети- 

ческУн> ^ля вь,б°Рки' а в качестве дисперсии — D„ — выборочную 
дисперсию. Проблема возникает как раз для выборок, объем которых 

существенно меньше объема генеральной совокупности. Тогда хв 

н Д, являются случайными величинами по отношению к а и D.

«■^Теоретически доказывается, что математическое ожидание хв равно 

0t т.е., как говорят, хв является несмещенной оценкой для а. То же самое

нельзя сказать о £>„: несмещенной оценкой для D является величина --—
I---  п~Х\nD„и поэтому ae = J ——j-. в итоге оказывается, что при оценке величины а по

х возникает ошибка

если генеральную совокупность можно считать бесконечной, или

о . JV-n 
JiiV N - 1

где N — объем генеральной совокупности.
Аналогично ошибка среднеквадратического отклонения выражается 

формулой

Эти формулы уже можно практически использовать для оценки пара- 
МетРов генеральной совокупности по параметрам выборки. При этом 
Следует иметь в виду, что оценки будут статистическими, т.е. всегда су­
ществует больший или меньший риск допустить ошибку, приняв такие 
°4енки. Этот риск можно увеличивать или уменьшать, выбирая надежность 
8еР°ятность) безошибочных прогнозов.

Традиционно выбирают среди трех уровней надежности: 

а) Р £ 0,95 (низкий);
Р> 0,99 (средний); 

в) Р > 0,999 (высокий). 
и Низкий уровень выбирают в тех случаях, когда возможная ошибка не 

бет серьезных социальных, экономических и т. п. последствий. (Напри- 
rie ’ в большинстве практико-экономических, биологических, психолого- 

^эгогических исследований и оценок.)
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Средний уровень связан с риском более серьезных экономичен 
потерь, повышенными социальными последствиями ошибки. " И/

Наконец, высший уровень надежности выбирают в случае, когда оц, 

ка угрожает жизни людей, допускает возникновение различного Ро 
катастроф. ^

Ясно, что с повышением уровня надежности резко падает возможноет 
извлечь позитивное, пригодное к практическому использованию сужд6н ь 
о генеральной совокупности по выборке. Требования к объему выбо^ 
могут возрасти столь стремительно, что сам выборочный метод окажетг! 
неприменимым или чрезмерно затратным.

Смысл уровня надежности легко понять, вспомнив правило трех сщ-ц, 
(см. подразд. 10.3.3): величина надежности характеризует вероятность 
отклонения случайной величины от ее математического ожидания, соот- 
ветственно, на t, = 1,960; t2 = 2,576; t} = 3,291 величины показателя а (закон 

распределения необязательно является нормальным, но при п -»оод0л. 
жен к нему приближаться, как, например, уже упомянутое распределение 
Стьюдента).

Для ориентира укажем и приблизительные объемы выборок, связанные 
с приведенными уровнями значимости: а) «, > 30; б) п2 > 100; в) и3 > 200.

Зная величины t2, ?3, можно оценить возможные границы генераль­
ного параметра (их называют доверительными) по формулам

xe-toe<a<xa+tGe\

а „ - / / я  < а < а „ + / / и „  ,

D„nгде — j- — «исправленное» выборочное среднее квадратическое 
отклонение. Т*

2 > / * /
Кроме выборочной средней х„ = —----  (здесь х, — значения

п
случайной величины, ш, — число их наблюдений, п — объем выбор- 

ки), выборочной дисперсии De = М ---------, а также вы борочного

среднеквадратического отклонення о я = -- S- применяются и не'
V п-\ ^

которые другие простые характеристики вариационного ряда. Сре̂

них:

■ мода — значение переменной величины, имеющее наиболЫ^У1® 

частоту;
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jtf,едиана — значение переменной, делящее вариационный ряд на 

дВе части, равные по числу возможных его значений;

0 размах варьирования — разность между наибольшим и наимень­

шим значениями переменной величины;

„ к0Эффии,иент вариации — V = ̂ «..100 % ( при хв *0 ) (безразмер­
ное

пая величина, характеризующая рассеяние величины по отноше­

нию к выборочной средней) и др.

*10.4.2. Понятие о корреляциях 
и регрессиях

Пусть заданы две случайные величины X  и Y, которые могут ока­

заться взаимосвязанными. Возможно, что эта взаимосвязь функцио­

нальная, т.е. каждому значению х е X  соответствует единственное 

значение у е Y. В предыдущих подразделах рассматривались именно 

функциональные взаимосвязи переменных. Однако для случайных 

величин функциональная взаимосвязь реализуется очень редко. Го­

раздо чаще изменение значений одной из них влечет за собой из­

менение закона распределения другой. Такие взаимосвязи называют 

статистическими. В частности, статистическая взаимосвязь может 

проявляться в том, что изменение значений одной из них приводит 

к изменению среднего арифметического значения другой. Такого рода 

статистическую взаимосвязь называют корреляционной.

Пусть, например, Y — урожай зерна, аХ  — количество удобрений. 

Функциональной взаимосвязи между Хи У, очевидно, нет, так как 

на величину урожая влияет множество других факторов: количество 

осадков, температура, насекомые-вредители и т.д. Однако, как хо­

рошо известно из опыта, количество внесенных удобрений изменя- 

ет среднюю величину урожая.

Ясно, что если между двумя случайными величинами отсутствует 

корреляционная связь, то это еще не означает, что отсутствуют какие- 

т° другие статистические взаимосвязи.

Оказывается, что о наличии или отсутствии, а также о «тесноте» 

Корреляционной связи можно судить по показателю, называемому 

КоэФфициентом корреляции:

М{\Х-M(x)][Y ~ M(Y)\\

Г х у  ~

М — математическое ожидание указанных в скобках величин, 

°лг, оу — среднеквадратические отклонения.

249



Рассмотрим эту формулу повнимательнее. Предположим внача* 

что с увеличением величины X  величина У в среднем увеличивает 

Тогда произведения выражений в квадратных скобках будут цаС!|- 

положительными, чем отрицательными. В итоге окажется, что г -Л®Jcy О
причем гху окажется тем больше, чем более четко выражена УКазац’ 

ная тенденция увеличения. Однако самое большое число, которо* 

может достигнуть гху, равно 1, в чем можно убедиться, учитыв^° 

формулы для дисперсии (эти оценки мы опускаем). ''

Возможна и другая тенденция: с увеличением одного показат^ 

другой в среднем убывает. Тогда гху< 0 и будет тем меньше, Чем 

более четко выражена указанная тенденция. Минимум для г равен 

( - 1).
Наконец, если ни та ни другая тенденция не выражены, то по­

ложительные и отрицательные слагаемые в числителе в среднем 

компенсируют друг друга и гху *0, что означает отсутствие между 

случайными величинами X  и У корреляционных связей.

Задача исследования корреляционных связей возникает, как пра­

вило, для выборки. Тогда подсчитывается выборочный коэффициент 
корреляции. Укажем одну из вычислительных формул:

Хуху~пху

где х, у — наблюдаемые в выборке значения величин X  и У; п̂ , - 

частоты соответствующих пар наблюдаемых значений; п — объем 

выборки (сумма всех частот); ox,Gy — выборочные средние квадра­

тические отклонения; х и у — выборочные средние; суммирование 

производится по всевозможным парам наблюдаемых значений. 1 
Заметим, что в современных условиях массового распространения

компьютеров, оснащения их стан- 

— — —  дартными программами статисти­

ческой обработки данных исследо­

вателю редко приходится считать 

показатели, о которых мы веде*1 

речь (так же как и многие другие’ 

обсуждавшиеся выше). Зато повы­

шенную значимость приобретаю 1 

понимание смысла таких вычисЛе' 

ний и возможность содержательН0' 

го истолкования полученных Р6 

зультатов. Поэтому запоминай*16 

указанных формул не является ос° 

бенно важным.
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рис. 164 Рис. 165

В частности, полезно иметь в виду геометрическое истолкование 

коэффициента корреляции. Каждая выборка для величин X  и Y, 

взаимосвязь которых исследуется, геометрически может быть истол­

кована как «облако» точек на плоскости. Описанные выше тенденции 

в статистической взаимосвязи Хи У выражаются в том, что «облако» 

оказывается «вытянутым» в направлении некоторой прямой (рис. 

163-165).

Чем более «облако» напоминает отрезок какой-то прямой, тем 

ближе |г| к I.

Разумеется, речь идет о некоторой наилучшей прямой, которую 

называют прямой регрессии. Ее общая формула: у = кх + Ь, причем 

коэффициенты к и Ь должны быть выбраны так, чтобы сумма ква­

дратов отклонений точек «облака» от прямой оказалась минимальной, 

т.е. достигался минимум

m in^[(/:x/ -^>)-у,]2
(а,Ь) г-

(для простоты предполагаем, что каждому значению х, в «облаке» 

соответствует единственное у,). Такой подход к поиску наилучшей 

пРямой носит название метода наименьших квадратов.

возникает задача поиска точек минимума функции от двух пере­

менных к и Ь. Решается она по известной читателю схеме: вычисля­

лся производные от указанной суммы по к и b и приравниваются 

нУлю. Из полученной в результате алгебраической системы двух 

^Равнений с неизвестными к и Ь последние однозначно определяют-

Я' Приведем лишь окончательный результат: прямая регрессии Y 
На v

^  имеет уравнение
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Gy _  
y-y = r„— {x-x), 

a r

где re — выборочный коэффициент корреляции; стх и ст̂  — выбор0 1 

ные среднеквадратические отклонения; х и у — средние арифме11,' 

ческие значения выборочных значений случайных величин.

Величины Хи Y можно поменять ролями. Тогда аналогично во3 

никает прямая регрессии X  на Y:

х- х  = гв^ ( у - у ) .
о у

_  _  1 CTV
Если это уравнение переписать в виде у-у  = — -^-(х-х), то оче

гв

1 о  ст 1
видно, что в общем случае — поскольку — фгв, если

Гв гв 'Ш

только гв2 ф 1, т.е. \гв | * 1. Иначе говоря, регрессии Л' на Y и Уна А' 

в общем случае не совпадают: такое совпадение возникает только 

при |гв| = 1.

Таким образом, существование корреляционной связи величин 

X  и Y означает, что наблюдаемая статистическая взаимосвязь этих 

величин может быть описана приближенно линейной функцией. 

Приближение оказывается тем более точным, чем ближе | гв \ к 1. При 

гв = 0 линейная статистическая связь отсутствует, а при |гв| = 1 она 

оказывается точно линейной.

На практике считают, что при 0 < г < 0,5 случайные величины 

слабо коррелированы, и можно говорить лишь о некоторых тенден­

циях возрастания (убывания) в среднем значений одной величины 

при изменении другой. При 0,5 < г < 0,8 корреляции средние: упо­

мянутые тенденции выражены довольно четко. При 0,8 < r<  1 кор­

реляция сильная, позволяющая даже прогнозировать значения одной 

величины по значениям другой. Подчеркнем, что коэффициент кор­

реляции для выборки тоже является случайной величиной, и поэто­

му следует оценивать его надежность. Для этого существуют специ­

альные формулы: при счете по стандартным компьютерным пр0' 

граммам надежность обычно оценивается «автоматически» по обо­

значенным выше стандартным уровням значимости. Ясно, чТ° 

незначимые коэффициенты корреляции не могут быть использовань1 

для описанного выше содержательного истолкования.

Заметим, что метод наименьших квадратов применим и при п°' 

иске нелинейных статистических связей случайных величин, а вь1'
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,1ецие парных коэффициентов корреляции между несколькими 

1|1учайнь,ми величинами является исходной основой довольно слож- 

метОДОВ статистической обработки результатов наблюдений 

^ р и м е р , так называемого факторного анализа).

* 10.4.3. Понятие о проверке статистических 
гипотез

При решении многих задач математической статистики очень 

важно знать закон распределения случайной величины или, если тип 

з а к о н а  распределения известен, его неизвестные параметры. Однако 

„формация, которой на практике располагает исследователь, чаше 

всего не выходит за рамки соответствующих гипотез. Поэтому за­

дача создания математических методов их проверки и практическо­

го применения в конкретных случаях является типичной для мате­

матической статистики.

Заметим, что речь идет не о любых гипотезах, а именно о ст а ­
тистических, т.е. так или иначе связанных с законами распределе­

ния случайных величин. Характерные примеры: гипотеза о том, что 

изучаемая случайная величина распределена по нормальному закону; 

гипотеза о том, что изучаемый параметр закона распределения равен 

данному числу (или, скажем, находится в определенном интервале 

этого числа); гипотеза о том, что две изучаемые выборки относятся 

к одному или, наоборот, к разным законам распределения. А вот, 

например, гипотеза о том, что ближайшее лето будет дождливым, 

статистической не является.

В математической статистике принято выдвинутую гипотезу Н0 

называть нулевой. Обычно наряду с нулевой гипотезой рассматри­

вают и альтернативную ей Я, или, как говорят, конкурирующую. 

Суть альтернативной гипотезы — отрицание утверждения, содержа­

щегося в Hq. Прием одновременного рассмотрения нулевой и аль- 

ТеРнативной гипотез является важным конструктивным средством 

Проверки статистических гипотез. Действительно, опровергнув аль­

тернативную гипотезу (это нередко проще, чем пытаться напрямую 

Подтвердить нулевую), можно считать доказанной Н0.

Естественно, что выдвинутая гипотеза может быть правильной 

И-̂и Неправильной, и поскольку ее проверку придется производить 

Татистическими методами, не дающими абсолютных гарантий, воз- 

. °*но возникновение ошибок разного рода: можно ошибочно от- 

ергнуть правильную гипотезу; можно принять неправильную гипо- 

езУ- Оценка риска совершить такие ошибки чаще всего связана
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с уровнями надежности суждений, подобными тем, что обсуждад 

в подразд. 10.4.1. ,l i

Общая теоретическая схема проверки гипотез такова. Для кало. 

типовой статистической гипотезы разрабатывают критерий Аг, вр0 

которого выступает некоторая специально конструируемая случай,. ** 

величина. Величина к такова, что по ее значению или по распод351 

жению в диапазоне возможного изменения можно решить вопр^ 

принимается гипотеза или отвергается. Для большинства типов с-̂  

тистических гипотез закон распределения не является нормальны^ 

но его вид удается установить. Многие из таких законов носят име 

на ученых, которые их исследовали: распределение Стьюдента, 

шера, Пирсона и др. Для них составлены специальные таблицу 

значений. Пользуясь ими, можно по выборке вычислить значения 

критерия и определить, возможно ли принять нулевую гипотезу. *  

Поясним эту общую схему одним примером. Предположим, ис­

следователь хотел бы подтвердить математико-статистическими 

средствами более высокую эффективность некоторого метода мас­

сового применения по сравнению с другим методом. Скажем, боль­

шую действенность предлагаемого лекарства, большую экономич­

ность производства продукции, более высокую урожайность при 

применении новой агротехники и т.д.

С этой целью он провел два выборочных исследования, в первом 

из них применялись традиционные методы, а во втором — новые. 

Подсчитав средние значения показателей эффективности для этих 

выборок, он, предположим, обнаружил, что новый метод дает более 

высокие средние показатели. Но не возник ли такой результат слу­

чайно, из-за случайности выборки?

С математико-статистической точки зрения и с с л е д о в а т е л ь  должен 

доказать, что средние арифметические в этих выборках отличаются 

достоверно (на избранном уровне надежности). Для таких задач 

предложен следующий критерий достоверности различий:

/ , _  1*1-*2 !

-y/w,2 + т\

где х, и х 2 — выборочные средние, а т ] и т 2 — ошибки выборочно*

средних = Если величина к отличается от нуля на величиНУ' 
sin

большую той, что определяет избранный уровень надежности (сМ' 

подразд. 10.4.1), то альтернативная гипотеза о том, что Зс, и х2 Ра3 

личаются лишь случайно, должна быть отвергнута и тем самым Д° 

казана достоверность различий средних.
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Оказывается, что величина к распределена по уже неоднократно 

оМянутому закону Стьюдента. Поэтому вычисленное значение 

У*1 „едует сравнивать с табличным t для избранного уровня надеж- 

^оСтИ- Если к > t, то достоверность различий считается подтверж-

^  Для приближенного ориентира напомним, что при большом 

бъе^е выборки (п > 30) распределение Стьюдента практически не 

°тЛцчается от нормального. Поэтому получение значения к « 3, по 

°vth, равносильно применимости правила трех сигм, гарантирующе- 

го очень  высокую надежность. Для меньших значений к риск со ­

вершить ошибку, посчитав различия неслучайными, возрастает: 

таблипы позволяют оценить его величину.

Заметим, что уменьшение объема выборок довольно резко сни­

жает достоверность различий при данном показателе к. Поэтому на 

практике, не доказав достоверности различий в рамках данного ис­

с л е д о в а н и я , еще не следует делать вывод о том, что новый метод не 

является более эффективным, чем традиционный. Вполне возможно, 

что, проведя дополнительные исследования с большим объемом вы­

борок, такие доказательства удастся получить.



З а д а ч и  и у п р а ж н е н и я

Задания к главе 1. Множества и функции

1 .1 . Задайте множество А, указав все его элементы, есл 

А = {х: х е N, -7 < х  < 9}. ' '

1.2. Составьте список элементов множества, заданного следующИм 

образом:

а)М = {х: х2 - 5х + 6 = 0}; б) Р  = {х: х е N, -3 < х  < -1}.

1.3. Верно ли, что:

а){3, 5} е {{1, 2>, {4, 3}, {3, 5, 1}, 3, 5};

б){3, 5} с  {{1,2}, {4, 3}, {3, 5, 1}, 3, 5}?

1.4. Выписав все элементы множества всех подмножеств множе­

ства {а, р, у}, подсчитайте их число.

1.5. Докажите, что А = В, если А = { 1,6}; В  = {х: х2 -  7х + 6 = 0}.
1.6. Докажите тождество А[]А = АГ\А = А.

1.7. Будет ли - Ю еЛ П # , где А = |х :х  + —!— <з|;
I 1 - х  J

£  = {х:-2х + 4>5}?

1.8. Дана функция Дх) = х2 + 3. Найдите ДО); Д 1); Д-2)\ /ф )\  

/(3n/3 );/(V 2-1); / (7 2  + 1).

1.9. Дана функция F(x) = х2. Вычислите: 

а) П Ь)~ П а)  б) J  a + h \ F (a - h
Ь-а \ 2 ) У 2

1.10. Дана функция / (х )=  Чему равно ДО), Л 1), /

1 о

X ) Д х)
1.11. Напишите несколько первых членов последовательностей:

а) хп — п2\ б) х„ = —у ; в) х„ =(-1)"-1 — ■ г) .
п п~ 2/7-1 й

1.12 . Напишите последовательность значений п е р е м е н н о 1*

( - 1 ) "
х„ =1 + -—— и изобразите ее изменение графически

2/7 + 1 !

1.13. Найдите наименьший член последовательности х„ = л + и'
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|14. Можно ли сказать, что если А = В, то между множествами 

В можно установить взаимно-однозначное соответствие (А ~ В), 
наоборот, если А ~ В, то А = В?

11 j.15- Установите для а < Ь взаимно-однозначное соответствие 

жду множествами А = {х: х е I ,  0 < х < 1} и В = {у: у  е 1 ,

а ^У <
1#1б. Найдите функции, обратные данным:

а) у  = Зх + 2; б) У = -^~\ в) у  = 1[х-2.
' 1-х

1.17. При равномерном движении точки по прямой путь S прямо 

пропорционален времени движения t. Укажите общую форму взаи­

мосвязи S=/[t). Каков смысл коэффициента пропорциональности? 

Найдите коэффициент пропорциональности, если известно, что за 

3 с точка прошла расстояние 2 м.

1.18. Сила отталкивания между двумя положительными электри­

ч е с к и м и  зарядами обратно пропорциональна квадрату расстояния 

между ними. Запишите общую формулу для величины силы.

1.19. Участок земли площадью 2 га поделен на две части в про­

порции 2 : 3. Укажите площади участков.

1.20. Постройте график функции «целая часть числах»: для каж­

дого числа х вычисляется наибольшее целое число Д х), не превос­

ходящее х.

1.21. Постройте график функции «дробная часть числах», т.е. 

У = х - Дх), где Д х) — целая часть числа х.

1.22. Какое множество точек в пространстве образуется в резуль­

тате декартова произведения множества точек круга на перпендику­

лярный ему отрезок [а, Ь\1
1.23. Если число А составляет р  % числа В , то верна формула

^ = — ■ 100. Укажите формулы, по которым можно найти:

а) число В , зная, что оно составляетр  % от числа А (т.е. число по 

его процентам);

б) число процентов, которое составляет число В от числа А (т. е. 

Процентное отношение чисел).

Придумайте задачи на использование этих формул.

1-24. Установите, будет ли значение х = 5 решением конструкции 

^Равенств:

Г х  + 3 > 5;

[2х-1 <3;

Г х - 4 < 2 ;  

х - 5 < 3 .
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1.25. Будет ли тождеством равенство:

а) а 1 -Ь2 = (a + b)(a-b)\ б) --- = а- Ь ?
а + Ь

В задачах 1.26— 1.39 решите уравнения. 

х + 1 | х + 2 

х-2 х — 1
1.26. *±1 + £±2-2 = 0.

1 27 + 5 , Зх2 — 51 лс — 71 _ 15х-7 

’ б(х-1) + 18(х2-1) 9(х + 1)

1.28. 1 7  14 4

1.29.

1.30.

х-3 х + 3 х -9 х-3

3__________1 _ 1
2(х2 -1) 4(х +1) 8'

х 2 а 8а 2

х-а х + а х 2- а2

1.31. Зх4 +х3 -12х2 -4х = 0.

1.32. _ 9 f £ ± l>| +8 = 0.
5 J

1.33.£±l + £z* = £zi + £±̂ . 
x-1 a + b x + 1 a-b

1.34. x4 - 25x2 + 144 = 0.

1 .3 5 .- i-  + - i -  + - 3 6
■1 x-2 x-3 x + 6

1.36. yj3 + x = 3-x.

1.37. V2x2+1 = l- x .

1.38. yjx2 — 1 =x-2.

1.39. =
V x-1 \2x + l

В задачах 1.40—1.48 решите неравенства.

, I ,  2 х-3 1
1.40. - (х-3 ) —  < — --- -•

2 5 4 2
1.41. х2 + Зх + 10 <0.

1.42. х2 + 2х + 1 > 0.



j.45. \ l x 2 + х - 1 <x — 1.

1.4 6 . Vl + 8x2 >2x-\.

1.47. Vx + 3 >Jx-9  + yf5-x.

1.48. л/l — -V H— > 2.
yjl-x

В задачах 1.49—1.51 решите систему неравенств и дайте геометри­

ч е с к у ю  иллюстрацию решения.

Задания к главе 2. Числовые множества

2.1. Найдите наибольший общий делитель (НОД) чисел: 

а) 224, 352, 800; б) 340, 561, 867; в) 234, 598, 1274.

2.2. Запишите следующие числа в виде произведения трех простых

а) 78; б) 805; в) 957.

2.3. Укажите, какие из приведенных чисел делятся на 2, 3, 4, 5,

а) 200; б) 234; в) 342; г) 1280; д) 1785; е) 5130; ж) 8643.

2.4. Укажите все простые числа от 1 до 60.

2.5. Укажите все составные числа от 40 до 70.

2.6. Являются ли указанные числа парами взаимно простых чи­
сел:

а) 26 и 105; б) 282 и 711; в) 145 и 190; г) 170 и 483; д) 114 и 174?

2-7. Разложите на простые множители число 899.

^•8. Найдите наименьшее натуральное число большее десяти, 

к°торое при делении на 24, 45 и 56 давало бы в остатке 1.

2.9. Докажите методом математической индукции, что для любо- 

г° Натурального п справедливы равенства:

а) 1 + 3 + 5 + ... + (2я+ 1) = (и+ О2;

6 П ^ 22,  |п2 «(/7 +1)(2/7+_!).

6

в) (1 + 2 + ... + п)2 = I3 + 23 + ... + л3;

чисел:

9, 10, 25:
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г) 1-2 + 2-3 + ... + (п-\)п =
(п-\)п(п + Х)'

1

п> 1;

нррацио.

д) 1-2-3 + 2- 3- 4 + ...+ п(п + 1)(и + 2) = -п(п +1 )(п + 2 )(п + 3).
4

2.10. Докажите, что: а)л/3; б)>/2; в)\Г2 + \[5; г)7з + ̂ 5 

нальные числа. _ _

2.11. Найдите десятичные приближения с недостатком и с ц3 

бытком с точностью до 0,001 для чисел:

а) я = 3,14159...; б) —  = 57,29578...°; в) е = 2,71828....

г) lg10 = 2,30258....

2.12. Рациональные числа представьте в виде конечных десятич­

ных дробей:

a) - L ; 6) 3?Z; в )-3« ; г) - Ш ,
200 400 125 2500

2.13. Представьте в виде десятичной периодической дроби сле­

дующие числа:

3 2 1 9
а) б) 5-; в) -7-; г) 3— .

7 3 9 11

2.14. Запишите в виде обыкновенной дроби следующие десятич­

ные (периодические) дроби:

а) 0,(3); б) 0,1(7); в) 0,(11); г) 0,(481); д) -0,(27).

2.15. Радиус Земли в километрах равен 6356,909. Округлите это 

число до двух-, трех-, четырехзначащих цифр.

2.16. Расстояние между двумя городами, измеренное по карте, 

равно 24,6 см (±2 см). Определите фактическое расстояние между 

ними и абсолютную погрешность, если масштаб карты 1:2 500 ООО.

2.17. Какое из двух измерений более точное:

а) 6 м (±0,01 м); б) 345 м (±0,5 м)?

2.18. Найдите, со сколькими верными знаками можно определить 

радиус круга, если известно, что его площадь равна 124,32 сМ" 

(с точностью до 0,01 см2).

2.19. Число g = 9,8066 является приближенным значением ус*0' 

рения свободного падения с пятью верными знаками. Найдите ег° 

относительную погрешность.

2.20 . Вычислите абсолютную и относительную погрешности’ 

возникающие при замене приближенного значения числа л * ЗМ 
более грубым приближением я « 3,14.

2.21. Вычислите с помощью микрокалькулятора:

260



0,0615 19,8 60,4.. Kv 0,075*-^27 
, б) x = —---- ;

0,9153-VO,826a>x 3,08-46,2 

2.22. Найдите: a) |2|; б) 11 - V21; в) 1

l-x
2.23. Может ли между двумя различными действительными чис- 

1аМи быть только 1 ООО рациональных чисел?

2.24. Докажите, что уравнения х3 - 2Х2 + 9х - 18 = 0 и Зх + 17 = 7х + 9 

равносильны на множестве рациональных чисел.

2.25. Решите неравенства:

а) |х1 >2; б) 0<|х|<3; в) |х-2|<1; г) |х-а|<8;

д) | х - а I > 8; е) 0 < \х - а\ < 8.

2.26. Решите уравнения:

а) |х — 11 = 2х — 1; б) |х2-х-6| = х  + 2;

в)||х-1| + 2| = 1; г) ||х + 1| + 2| = 2.

2.27. Решите неравенства и дайте геометрическую иллюстра­

цию:

х-2
а) |Зх +11>2; б) 12 — х|>5; в) |х-3|<1; г)

2х + 3

д) |3х2 — 4х — 11 > 3; е) |х2 -Зх-4|>х2 -Зх-4; ж)

з) |2х + у|>1; и) |х-3у|>-; к) |3х —>»|<2.

2.28. Постройте графики функций:

1)у = -|х-2|; 2) = |х|-х;

3) у = |-х2 +5х-б|; у = х-4  + |х-2| на [-2; 5].

2.29. Выполните действия:

<1; 

х

х + 1 х  + 1

а) I 2-  + 3-/ 
4 3

I - l i /

- Г +- г ‘л/з л/2
б) (2л/з - 4 V2/) - (л/27 - V32/)

2-30. Вычислите: 

з) (1 + /)( i _  /); б) (1 -У з/)(У з+ У б/);

в) (2 + 5/)2(3 - /); г) (1 + 2/)2(/ - 2)2. 

2-31. Вычислите значения выражений:

a) i t i i .  б) л/3 

7 -2- ' б> V3-3/

/ ,3  + / 
; в)

3-/ 3+1 1- /
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2.32. Найдите действительные числа х и у, такие, что

(2х - 3yi)(2x + 3yi) + xi = 91 + 2i.

2.33. Найдите действительные числа х и у из условия равенств 

двух комплексных чисел

(1 + i)x + (2 + i)y = 3/ + 1.

2.34. Вычислите частные:

а )  б )  A z iL .
7-2\[5i (1 + 0

2.35. Геометрически найдите сумму и разность комплексных 

чисел:

а) 1 + 5/ и 2 + 3/; б) 7 - 2/ и 5 - 3/; в) 4 + 5/ и 5 + 4/; г) 1 - 3/ и 1 + з,-

2.36. Возведите в степень: а) /24; б) ;'37; в) (-/)10; г) -/|0.

2.37. Найдите множества точек z комплексной плоскости, за. 

данные условиями:

а) |г-1|<1; б) \z-c\<a; в) \z-c\ = a, где а — действительное, по­

ложительное число; с — комплексное число.

2.38. Найдите множества точек z комплексной плоскости, для 
которых:

a) arg z = 0; б) arg г = п ; в) arg<; = ̂ ; r) argz = ̂ .

2.39. Решите уравнения: a) z2 + 25 = 0; б) z2 - 2z + 5 = 0;

в) z2 + 4г + 13 = 0 (в системе комплексных чисел) и проверьте под­

становкой корней в уравнение.

2.40. Составьте квадратное уравнение по его корням: Z\ = 1 + 7з/; 

z2 = 1 — >/з/.
2.41. Следующие комплексные числа изобразите векторами, 

определите их модули и аргументы:

а) г = 3; б) z = -2; в) z = 3/; r) z = —2/; д) г = 2 - 2/; 

е) z = -V2 + л/2/.

2.42. Какое множество точек ^ комплексной плоскости зада£Т 

система условий:

\ <|г-/|<3;

у  < arg £ < — ?
.4 3

Задания к главе 3. Предел и непрерывность |

3.1. Пользуясь определением предела последовательности, 

кажите, что:
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a) lim ^ 7  = 0; б) 1™-^777 = ̂ ;  в) Иш- ^
1

Я1

_ > о о З "  "- **>  2 / 1  +  1 2  /1-> оо З у/ п  + 2 3

^_2. Изображая члены последовательностей на числовой оси, вы- 

сццте, около какой точки происходит сгущение точек. Являются ли

0орДинаты точек’ около которых происходит сгущение, пределами

этих
последовательностей?

, )  0 ,1 ,0 ,1  .... О, 6 ) 1 | , 2 ......В)  1,-1,

1
п

П 2 +1
3.3. Докажите, что lim — —  = 1. Укажите номер п, начиная с ко-

/1->о° ft1

п2 -И _ j
<s при:хорого выполняется неравенство 

а) £ = 0,1; б) е = 0,01.

3.4. Докажите, что из сходимости последовательности (х„) следу­

ет сходимость последовательности (|х_|), причем если lim хп = а , то
1 п-+а

lim | х„ | = I а I. Верно ли утверждение, обратное данному?
п-*а

3.5. Докажите, что последовательность (п + (— 1)"«) не имеет 

предела (ни конечного, ни бесконечного).

3.6. Докажите, что последовательность х„ = (-1 )пп2 является бес­

конечно большой, а у„ = —---бесконечно малой.

В задачах 3.7—3.13 найдите предел.

3.7. l im i- ^ .
Л/-»оо \ -j- 2  п

3.8. lim f-L  + - ^ - \
«->“4 2" 3/7 + 1)

3.9. lim 3я2+2_ ,  
я ->  со п{п+4) + 2

3 - 1 0 .  l im (V /T + T  -  V /7 ) .
/7—>сс

З . Ц .  l i m — — — ---- .

"->“ (/7 + 1)!-я!

3.12. lim(V/72 + /7 — 1 —-s//72 —/7 + 1)-

3.13. lim 1 + -
/7 + 1
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3.14. lim 1 +

Л+l

3.15.Докажите, что limf 1 = 2. Найдите такое 8 > 0, что п*
x-»olx + l ;  ри

n 2 + 1

х + 2

х + 1
|х|<8 выполняется неравенство

В задачах 3.16—3.25 найдите предел.

х 2 -4

-2 <8 ДЛЯ Б = 0,01.

3.16. lim

3.17. lim

-Зх + 2 
х 2 -5х + 10

*->5+о х 2 -25

с2 -2х3.18. lim
х-»2-0х2 -4х + 4

3.19. lim
JC—>+о

3.20. lim

x-1

х̂ *°у[х-2 

(x + \)2

3.21. lim
X - * + c c

■*-»-» X 2 +1

2x2 -3x-4

V *4- 1
X3.22. lim

x->-0° Vx2 +1

3.23. lim
2-Vx~^3

x-+i x 2-49

3.24. lim (Vx2 -5x + 6-x).

1
3.25. lim,

*->4 1 - x 1 — x ,
3.26. Покажите на рисунке несколько возможных вариантов по­

ведения функции/(х) вблизи точки х = 0, если lim / (х )  = 1 и
*->0+0

lim / (х )  = + оо.
л-->0-0

3.27. Покажите на рисунке несколько возможных вариантов по­

ведения функцииДх) при х -> со, если lim / (х )  = 1.
■Х-»00

3.28. Покажите на рисунке несколько возможных вариантов по­

ведения функции /(х ) вблизи точки х = 1, если известно, чТ° 

lim|/(x)| = +co.
Х —> 1

3.29. Вычислите приращение функции у = х3, задав прирашеИи6 

аргумента Дх.

3.30. Докажите непрерывность функции у = х2+хв любой тоЧ*е 

х, убедившись, что lim Ду = 0.
A*-»0
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3.31. Укажите точку разрыва функции у =
х — 2

Найдите

cm 1>т  У и постройте кривую по точкам х ---2; 0; 1; 3; 4; 6.
I'VY *->2+0

X"* I 1
3.32. Постройте график функции у = — -г

IX +11
0,5х2 при | х| < 2;

3.33. Постройте график функции у = -2,5 при |х| = 2; и ука

3 при | х | > 2

жите ее точки развыва.

3.34. Исследуйте на непрерывность у =
2х, если xe[0, 1]; 

3-х, если хе[1, 2]. 

3.35. Исследуйте на непрерывность и постройте график функции

если х е (- о о ,  3];

У~ 2х + 1, если хе(3, + оо).

3.36. Найдите точки разрыва и постройте график функции

|х|
, . 2 - Ц

+ X
3.37. Исследуйте поведение функции У = —г;—г  вблизи точки

2]х|
разрыва, изобразите эскиз графика.

3.38. Всегда ли произведение двух разрывных функций разрыв­

но?

3.39. Докажите, что абсолютная величина непрерывной функции 

является непрерывной функцией.

х

3.40.Пусть задана функция у = ■

А, если х = 2. 

выбрать значение А, чтобы функция была непрерывной?

В задачах 3.41 — 3.46 найдите асимптоты графиков функций и изо­

бразите эскиз асимптотического поведения функции.

3.41.-у = --- !—-
( х - 2 ) 2

3.42. у = - *

.2-4
, если х * 2; 

х-2 Как следует

х 2-4х+3
з

3.43. у  =
У х 2 +9

3.44. у  = -Jх 2 -1.

3 .45. у  = х 2
х + 1
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3 .46 . Найдите кривую, характеризующую асимптотическое п |

г 3 + 1 х 2 — 2 (> 
ведение функции у = --- при х -> ±оо.

х + 1

Задания к главе 4. Элементарные функции
I  j_

4 .1 . Упростите выражение — j—Т~~\— Н~-

а *+ а2Ь* а*+Ь*

л D „ 5a nbn-'cn-2 3a n-'bcn+'
4.2. Выполните действия: --- ;------ -:-------—.

(ухп у п %п+ 2xy"zn+]

4 .3 . Выполните действия: ^  + ̂  + .
(х + у)~2(х + у)-'

В задачах 4.4—4.9 найдите область определения функции.
1

4 .4 . у = .

4 .5 . у = 1п|х-3|.

4.6 . >' = 1п(х-3).

2х4.7. y = log2
V х + 1

4.8. >> = lg(2x-x2 + 15).

4.9. >/ = 10|8<*+4>.

4.10. Вычислите:

а) 27 з'108327108272 ; б) 5 l08V54-|08s2+2iog253

4.11. Определите знак выражения: 

sin205 cos275 . ^  sin310 cos2170

tg200 ctgl05’ ’ tgl90 ctg92

4.12.Упростите выражение l-s in2a + ctg2a sin2a.

В задачах 4.13, 4.14 найдите область определения выражений 

и упростите их.

l + cosa + cos2a + cos3a4.13.
2cos2a + cosa-l

4.14. tg2atg^|-a j  + tg2atg^|-a j  + t g ^ - a  jtg ^| - a

4.15. Докажите равенство -—2sin__a _ J_-tga
1 + sin 2a 1 + tga 

В задачах 4.16—4.19 вычислите значения выражений.

4.16. arcsinO + arccosO + arctgO.

4.17. sinf arccos -
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4. 18 . arctg(-\/3) +arcsin i .

V Tarcsin4.19. sin + arctgV3

4 20. Докажите, что равенство arcsin— + 2arccosx = к верно толь-

n 2
к0 при х - 0.

4.21. Вычислите sin2(3arctgV3-arctg(-l)).

4.22. Какие из функций четные, какие — нечетные:

а\ у = smх ; б) у = х + cosx; в) у = х 2 +cosx; 
х

г) У  = lgx; д) >> = x + sinx?

2х + 3"* х 2 —14.23. Докажите, что функции / (х )  = -- --- и g(x) = —j —j- чет­

ные.

4.24. Докажите, что функции / (х )  = —  и g(x) = 2x-2~х нечет-
х

ные.
4.25. Докажите периодичность и укажите основные периоды 

функций:
а) у~(х) = с (с = const, с ^ 0); б) / (x )  = |sinx|; в) / (x )  = sin(6x-2); 

г) /(х ) = 3cosx.
4.26. Докажите, что следующие функции ограничены в области 

определения:

X 2 - 2
а) .у = cosx; б) у = —z— в) у = е х . 

xz + 1
4.27. Докажите, что следующие функции не ограничены в области 

определения:

а) у = х 3; б) у = tgx; в) У = ~^^-

4.28. Исследуйте на монотонность следующие функции.

а),у = х 4-2х2-3; б)y  = log1^ ^ ; в) У = 2*-

4.29. Найдите сложную функцию/(ср(0);

а) / (х )  = lgx2, ф ( 0  = cos/;

б) / (x )  = b i ,  Ф(0 = 7;
1 + х t

в) f  (х) = - - , ф(/) = /(/) ;
1-х

г) /(x )  = V4 -2х , Ф(/) = / 2-3/ + 2.

267



В задачах 4.30—4.46 постройте график, используя простейц,
свойства элементарных функций.

4.30 . у  =  ̂ ± ! .
х + 2

4.31 . у = у[х  + ].

4 .32 . у  = Ух - 1.

4 .33 . у  = у1(х+1)3.

4 .34 . y = y j(x- 2 )2 .

4 .35 . ,у = 2*.

4 .36 . у = 0,51og2х 2.

4 .37 . j; = 9 log3*.

4 .38 . j> = lnsinx.

4 .39 . у = 21los°-5 l_

4 .40 . _y = sin2x.

4 .41 . v = cos—.
3

4 42->, = _tgx + tg3x 

l-tgxtg3x
4 .43 . >» = sinx + |sinx|.

4 .44 . y = |sin|x||.

4 .45 . >> = sin2arctgx.

4 .46 . y-= arcsin (sinx).

В задачах 4.47—4.52 докажите тождества.

.47 . ^ 2 - у[4-а2 = 1 + ̂ - - 11 - — при 0 < а< 2 .

Ие

. АО (sina + cosa)2-1 _  ,4.48.  ------------ ----- = 2tg а.
ctga-sinacosa

. .n sin(a-P) _4.49. — 1-- — = cosacosp.
tga-tgP

sina + sinl n
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sjlx2 +1 +\lx-\ л

4'5 i ' l 2,> + 1 - Л - Т '2'

4.55. 1 + x = vl + W x 2 + 12 .

4.56. Vx2 +5 + \lx2 + 21 = 8.

4.57. \/3-x -2x + 3 = 0.

Г 1 У  1

4-58- U J  - r

4 5 9 . 1 0 0 X = 0 , 1( 1 0 *“' ) 5.

4 .60. 32jr+1 -32*-1 +32jc"2 =225.

4.61. 72 = 4x2- ^ - 20'75.

4.62. 25(1_2jc) =5(4_6jc).

4.63. lg(x2 -17) = lg(2x-2).
3

4.64. logз x — log9 x + logg| x = —.

4.65. 3yiog3x - lo g 3(3x;

4 .66. log3(3x-8) = 2-x .

4.67. sin3x + sinx = 0.

4.68. — ^-- 4 = 0.
cos X

4.69. cosx + cos2x + cos3x = 0.

4.70. 1 -cosx = 2sin—.
2

4.71. cos4xcos5x = cos6xcos7x.

4.72. tg|^x + ̂  j  = -9ctg2 x -1.

4.73. >/cos2x + sin3x = V2cosx.

4.74. arccosx = arctgx.

В задачах 4.75—4.77 решите системы уравнений.

4.75.

4.76.

4.77.

у х  6 

х + у = 5. 

у[х+у[у = 3; 

ху = 4.

я
х + у = - ; 

tgx + tg_y = | .



В задачах 4.78—4.81 решите неравенства.

4.78 . 2х2' 4х+: > 2 4х~'3.

4 .79 . 7 ,~3х3~5х +7-злт2-5лг < 8.7б(х-+|)

4 .80 . log | (х 2 -4х + 3) > log | (13 — jc).

2 2

4 .81 . log4;(.2(5x + 6)>l.

Задания к главе 5. Элементы линейной алгебру

5.1 . Укажите на координатной плоскости точки с координатами 
/1,(1, 1),Л2(-1, 1), Л3(1, -1), Л4(-1, -1).

5 .2 . Найдите координаты вершин квадрата с центром в точке

О (0, 0), если одна из вершин имеет координаты Z?,(-l, 0).

5 .3 . Укажите полярные координаты гиф  вершин квадрата из за­
дачи 5.2.

5 .4 . Найдите полярные координаты точки А (2, 2).

5.5 . Найдите прямоугольные декартовы координаты точки А, если

ее полярные координаты г = 2, ср = ̂ .

5.6. Найдите координаты вершин куба с центром в точке 0(0, 0,0), 

если одна из вершин имеет координаты С,(1, 1, 1).

5.7. Изобразите на рисунке многограннике вершинами С,(1, 0,0), 

С2(0, 1, 0), С3(0, 0, 1), С4(-1, 0, 0), С5(0, -1, 0), С6(0, 0, -1).

5 .8 . Найдите расстояние между точками А\(\, 1) и Л 2(-1, 1).

5 .9 . Определите длины сторон треугольника с вершинами в точ­

ках Л(3, 4), В(-1, 2), С(2, 1).

5 .10 . Найдите длину отрезка \АВ\, если полярные координаты

точек таковы: А^ 1; ^  j.

5 .11 . Найдите длину отрезка \АВ\, если полярные координаты 

точек таковы: А̂\\ ^  j,  В  ̂1; j.

5 .1 2 . Определите расстояние между точками Л|(1, 0, 2) и 
А2(0, -1, 3).

5 .13 . Найдите площадь треугольника с вершинами А,( 1, 0, 0)’ 
А2(0, 1, 0 ),Л 3(0, О, 1).

5 .14 . Точка А(3, 1) при параллельном сдвиге осей координат 0°' 

лучила новые координаты (2, -1). Постройте данные и смещеннЫе 

оси координат и точку А.
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5.15. Перенесением начала координат упростите уравнение
2)2

(X jlii-  + (у +1) = 1. Постройте старые и новые оси координат и эскиз
4

но*есггва точек, удовлетворяющих уравнению.

5.16. Поворотом осей координат на — упростите уравнение
4

^ 2  _ бху + 5у2 =32. Постройте старые и новые оси координат и эскиз

соответствующей линии.

5.17. Используя преобразование координат, постройте параболы: 

я)у = (х- 2)2; б) .у = (х + 2)2 -3.

5.18. Используя метод выделения полного квадрата, постройте 

параболы: а) ,у = х 2-4х + 5; б) у = х 2 +2х + 3.

5.19. Изобразите на одном чертеже графики парабол у = ах : для 

а = -2; -1; 1; 2.

5.20. Изобразите графики функций у = sin кх: а) при к = ]̂ ',

б) при к = 2.
5.21. Изобразите графики функций у = Л cosx: а) при А = -1;

б) при А = 2; в) при А = -3.

5.22. Используя преобразования координат, изобразите графики 

функций:

а) у = 3sin2x; б) y = -cos^2x + y  j ;  в) j> = 2sin3^x--^ j  + 1.

5.23. Проверьте аналитически и геометрически векторное равен-

- Ь- а а + Ь 
ство а + = ---- .

2 2
5.24. На плоскости даны точки А(0, -2), В{4, 2), С(4, -2). В на­

чале координат приложены силы ОА, О В, О С . Постройте их равно­

действующую О М , найдите ее проекции на оси координат и вели­

чину. Выразите силы ОА, ОВ, ОС  и ОМ  через единичные векторы

7 и j  координатных осей.

5.25. Даны точки /1(1; 4), 5(5; 5), С(6; 2), £>(2; 1). Докажите, что 

Четырехугольник ABCD — параллелограмм. Вычислите длины век­

торов D5 и ЛС.

5.26. Даны две точки А(-3; 1; -1) и В(2; -4; 1). Выразите через 

°Рты вектор АВ и вычислите его длину.

5.27. Даны векторы а = 3/ +5j -Зк, b = 2i -2 j +2к. Найдите 

2s~3b.

5.28. Даны точки /1(2, 2f(5,j^l, 6), С(0, 2, 0).

а) Найдите векторы а = АВ, b = ВС.



б) Определите координаты вектора а - b .

в) Определите расстояние между точками А и В.

5.29. Постройте точку А/(5; -3; 4), определите длину и направде 

ние ее радиуса-вектора.

__5.30. Постройте параллелограмм на векторах ОА =7+ J

О В = к -3 j  и определите его диагонали.

5.31. Найдите угол между векторами а( 1; 0), с(1; -1).

5.32. Вычислите скалярное произведение векторов АС  и А В, есди 

даны координаты точек А(\ \ 3), В(2; 0), С(3; 4).

5.33. Определите, при каких значениях т  векторы а{т\ 2) и 

Ь ( 2 \ т- Ь )  будут взаимно перпендикулярны.

5.34. При каком значении т  векторы a = 2i +3j -к и Ь=Т~ 

-5j  + mk ортогональны?

5.35. Определите работу, которая производится силой F  = 3T~

-5у +2к  при прямолинейном перемещении под ее действием точки 

из положения Л/,(3, -2, -3) в положение М2(5, -7, -10).

5.36. Вычислите косинус угла между векторами a=3 l + ] -к и

Ъ = 2/ +2 j  + к .

5.37. Найдите угол между вектором m( 1; 0; л/3) и осью аппликат.

5.38. Вычислите векторное произведение 3w; , если 

т(2;1;0),«(4;2;2).

5.39. Вычислите модуль векторного произведения [а, Ь], если 

а = 2/ +j, b = i —2 j и угол между векторами а и Ь равен arcsin0,8.

5.40. Найдите площадь треугольника, координаты вершин кото­

рого А(6; 2; 0), В(2; 0; 0), С(8^0; 0).

5.41. Докажите, что [{а -Ь)\ (а + Ь)] = 2[а,Ь], и выясните геоме­
трический смысл данного тождества.

5.42. Найдите сумму

5.43. Докажите, что определитель второго порядка равен нуЛ1° 

тогда и только тогда, когда одна из его строк пропорциональна ДрУ' 

гой. То же самое — для столбцов.

2 1 3

1 2
+

3 -4

3 4 5 2

5.44. Вычислите определитель 5 3 2 

1 4 3
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5.45. Вычислите определитель, разложив его по элементам первой

5 3 2

сТроКи: - 1 2  4

7 3 6

6 14 28

5.46. Убедитесь, что -7 5 10

0 4 8

= 0, не «раскрывая» определи­

тель-

5.47. Вычислите определитель

1

-1

2

4 2 

3 1 

0 0

5.48. Вычислите определитель

1 - 1 0  1 

1 + cosx 1 + sinx 1

1 — sin jc 1 + cosx 1 .

1 1 1

5.49 . Убедитесь, что векторы а(-1;2;0), [&,/'] и [j,k\ компла­

нарны.

5.50. Решите с помощью определителей системы:

а)
Зх + 2у = 1\ 

4х-5у = 40;
б)

7х-5у = 7; 

х + 2у = 1.

5.51. Решите с помощью определителей системы:

2х-3у + z~2 = 0', 2х-у = 5', 

а) ■ х + 5у-4г + 5 = 0; б) • 3x-5y-z = \',

4х + y-3z + 4 = 0', Z~y = 29.

5.52. Решите систему:

х + у + г = 5;

X - y  + Z = \\ 

x + z = 2.

Задания к главе 6 . Элементы аналитической 
геометрии

®.1. Постройте график прямой, отсекающей на оси Оу отрезок 

^ = 3 и составляющей с осью Ох угол: а) 45 , б) 135 . Напишите урав- 

Нения этих прямых.
6.2. Напишите уравнение прямой, проходящей через начало ко- 

°РДинат и составляющей с осью Ох угол:
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а) 4 ’ б) 3 ; В) Г ' Г) 2'
6.3. Постройте график прямой:

а) Зх + 4у = 12; б) Зх - 4у = 0; в) 2х - 5 = 0.

6.4. Даны точки 0(0, 0) и Л(-3, 0). На отрезке ОА построен па 

раллелограмм, диагонали которого пересекаются в точке В(0, j) 

Напишите уравнения сторон и диагоналей параллелограмма.

6.5. Определите, как расположены точки А(3, 5), В(2, 7), С(-1, „3» 
D(-2, -6) по отношению к прямой у = 2х - 1. (Лежат на ней? рас/ 

положены выше или ниже?)

6.6. Точка М(х, у) движется так, что разность квадратов расстоя­

ний от нее до точек А(-а, а) и В(а, -а) остается равной 4а2. Напи­

шите уравнение ее траектории.

6.7. Равнобедренная трапеция с основаниями 8 и 2 см имеет

острый угол ~. Напишите уравнения сторон трапеции, приняв за ось

Ох большее основание, а за ось 0у — ось симметрии трапеции.

6.8. Определите угол между прямыми:

ч ) \ У ’ ]х ~ 3' б ) р - - > ’+7=0: , ) j 2* +->'-0; 1
у = ±х+1; [2х-Зу + 1 = 0; \у = Зх-4;

Зх + 2у = 0; Г3х-4>> = 6;

6х + 4у + 9 = 0 ;Д [8х + 6>' = 11.

6.9. В точках пересечения прямой 2х - 5у - 10 = 0 с осями коор­

динат восстановлены перпендикуляры к этой прямой. Напишите их 

уравнения.

6.10. Напишите уравнение прямой, проходящей через точки 

A(rI, 3), В(4, -2).

6.11. Определите вершины и углы треугольника, стороны кото­

рого заданы уравнениями х  + Зу = 0; х = 3; х  - 2у + 3 = 0.

6.12. Постройте плоскости:

а) 5х - 2у + 3z - Ю = 0; б) Зх + 2у - z = 0;

в) Зх + 2z = 6; г) 2z - 7 = 0.

6.13. Постройте плоскость 2х + Зу + 6z - 12 = 0 и найдите уг-ль1 

нормали к плоскости с осями координат.

6.14. Напишите уравнение плоскости, проходящей через точКУ 

Л/(а, а , 0) и перпендикулярной к вектору О М . Постройте пЛ°' 

скость.

6.15. Напишите уравнение плоскости, проходящей через ось ^  

и точку М(0, -2, 3). Постройте плоскость.
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6 .16 . Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку 

i/(2, ^  и отсека1°Щей на осях координат равные отрезки.
6.17 . Постройте плоскость 2х-2>, + г-  6 = 0и  найдите углы ее 

0рмали с осями координат.

 ̂ 6-18- Напишите уравнение плоскости, параллельной оси Oz и про- 

хоДяшей через точки Л/,(2, 2, 0), М2(4, 0, 0).

6.19. Найдите угол между плоскостями x - 2 y + 2 z - S  = 0 

цХ + £ - 6 = 0-
6.20. Найдите плоскость, проходящую через точку М(2, 2, -2) 

и параллельную плоскости *  - 2у - Зг = 0.

6.21. Запишите уравнение прямой, образованной пересечением 

плоскостей x + 2y + 3z- 13 = 0 и Зх + у + 4z - 14 = 0, в канонической 

форме.

6.22. Постройте прямые:

а)]"* ’ б) J У ’ и определите их направляющие векторы.
[z = 2; [г = х  + 1

6.23. Найдите угол между прямой х = 2z-  1; у = -2z + 1 и прямой, 

проходящей через начало координат и точку А(\, -1, -1).

X У 7 «.»
6.24. Покажите, что прямая — = ̂  = у  перпендикулярна прямой

х = г +  1; у  = 1 -  г.
6.25. Найдите угол между прямыми 

Г 2 jc — >’ — 7 = 0; |Зх-2у + 8 = 0;

{2x-z + 5 = 0 [г = 3х.
Г у = Зх - 1;

6.26. Найдите угол между прямой <1 и плоскостью
[2z = -3x + 2

Ix + y + z-  4 = 0.
6.27. Напишите уравнение плоскости, проходящей через парал­

лельные прямые = у  = — и = 2 '

6.28. Вычислите площадь треугольника с вершинами /4(2, 0), 

В(5, 3), С(2, 6).

6.29. Покажите, что точки А( 1, 1), В(— 1, 7) и С(0, 4) лежат на 

°Дной прямой.

6.30. Вычислите площадь четырехугольника с вершинами А(3, 1), 

Й(4’ 6), С(6, 3), D(5, -2).
6.31. Напишите уравнение плоскости, проходящей через точки 

^ (4’ ~2, 1), В(2, 4, -3), 0(0, 0, 0).

6.32. Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку 

^еРесечения плоскостей 2х + 2у + z = 0, 2л: - у + 3z - 3 = 0,

* + - 2z - 12 = 0 и через точки М(0, 3, 0), N(\, 1, 1).
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6.33. Найдите площадь наибольшей (по площади) грани у 

траэдра с вершинами А(О, 0, 0), Д(-1, 4, 0), С(1, 2, 1), 0(3, 0, 0).

6.34. Напишите уравнение окружности с центром С(-4, 3) и р 

диусом R = 5 и постройте ее. Лежат ли на этой окружности точ,, 

А(-1, 1), В(3, 2), 0(0, 0)?

6.35. Напишите уравнение окружности, касающейся оси коор 

динат и проходящей через точку А(1, 2).

6.36. Даны точки А(-3, 0) и В(3, 6). Напишите уравнение окру^ 

ности, диаметром которой служит отрезок АВ.

6.37. Постройте линию 16х2 + 25у2 - 32х + 50у - 359 = 0, npeog, 

разовав уравнение к каноническому виду.

1 1 26.38. Определите вид линии - х 2 ~^У2 -х+-у-1 =0 и изобрази­

те ее.

6.39. Какое множество точек с координатами (х, у) удовлетворя­

ет уравнению х2 + 4у2 - 4х - 8у + 8 = 0?

6.40. Укажите множество точек плоскости, удовлетворяющих 

уравнению х2 + 4у2 + 8у + 5 = 0.

6.41. Постройте кривую 2х2 - 4х + 2у - 3 = 0.

6.42. Какая линия задается уравнением х2 - 6х + 8 = 0?

6.43. Какое множество точек задается уравнением х2 + 2х + 5 = 
= 0?

6.44. Парабола у = ах2 + Ьх + с проходит через точки 0(0, 0), 

А(-1, -3) и В(-2, -4). Напишите уравнение окружности, диаметром 

которой служит отрезок оси 0х, отсеченный параболой.

6.45. Найдите центр и радиус сферы х2 + у2 + z2 - Зх + 5у - 4z = 
= 0.

6.46. Изобразите поверхность z= (х + 2)2 + (у - 2)2.
6.47. Изобразите поверхность z = х ■ у.

6.48. Напишите уравнение поверхности, образованной вращени­

ем кривой z = х2, у = 0:

а) вокруг оси 0г; б) вокруг оси Ох.

Изобразите эти поверхности.

6.49. Напишите уравнение поверхности, образованной вращенИ'

X2 72
ем эллипса —  + = 1, у = 0 вокруг оси 0z.

а  2 2 2
6.50. Постройте поверхность — + ̂ —  —  = 1 (однополостнЫ**

16 4 36
гиперболоид).

6.51. Определите тип следующих поверхностей и постройте и*:

а) х2 + у2 + z2 = 2az; б) х2 + у2 = 2az\ в) х2 - у2 = г2; г) х2 = 
a) z = 2 + х2 + у2.
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Задания к главе 7. Производная 
и ее приложения

7 . 1 . Найдите производные следующих функций (по определе­

нию)-

а) у  = х 4; б) У = у[х\ в) у  = ~- r ) y  = - j= ; д) y  = - L .

х  у/Х X
X 3

7.2. / (х )  = — - х 2 +х. Вычислитеf ’(0 ),f’( l ) , f ’(-l).

7.3. Вычислите 0,01/'(0,01), если / (х )  =
х

7.4. Зависимость температуры Г  тела от времени t задана урав­

нением 7’ = ̂ ? 2-2/ + 3. С какой скоростью нагревается это тело

в момент времени t = 10 с?

7.5. Два тела движутся прямолинейно: одно по закону S= t3 + t2 - lit, 

другое по закону S = t2 + 1. Определите момент, когда скорости этих 

тел окажутся равными.

7.6. Найдите производные от функций:

а) у = у - 2 х 2+4х-5; б) у = ̂ = - - ^-  в) -И = у ^ ;  г) У = ̂

д)у=X + ctgx; е) у =х2sinx; ж) у = lg(5х); з) у = asinх; и) у = e*(sinx + cosx);

. . . /— v 1 + lnx
к) у = х-  arctgx; л) у = arcsin v x ; м) у = — —— .

7.7. Продифференцируйте функции:

v 2  1 \ C O S X

3) У = 1П" " х " 2 ^ ; б) У = Х ‘2 ' В> У =

г) >' = ̂ ln tgx  + lncosx; д) у = xarccosx-\/l - х 2 ;

е) у = arctgx + In J — ; ж) у = arcsin (е3х). 
у 1 -х

7.8. Вычислите производную:

а) у = (х+ I )100;

б) У = (х + у[х)

в) У = у[\-7̂ Ж + х ;

г) У = х2 + 2Х\

д) У = cosx3;
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е )* = г г ^l + tg2x

ж) y = x logJJC;

з) у = sin2( cos3 jc).

7.9. Пусть / (y )  = a rc tg —-ln^/y4 - a 4; найдите/'(2a).
a

7.10. Пусть F(z)=  C0S Покажите, что f [-\-3F'[—1 = 3
1 +sin2 г v 4 j  v4 J '

7.11. Найдите все значения x, при каждом из которых произво­

дная функции y = l + 4sin^5x + y  j  равна юТз.

7.12. Найдите все значения х, при каждом из которых произво­

дные следующих функций равны нулю:

а) y = 4x-sin2x + 4-\/2cosx;

б) > = 5jc -t- sin 2jc—4>/з sin лг.

7.13. Найдите координаты точки, в которой касательная к пара- 

боле у = - х 2 -4х + 5 образует угол 135° с осью Ojc.

7.14. К параболе у = 4х - х2 в точке на ней с абсциссой jc0 = 1 

проведена касательная. Найдите точку пересечения этой касательной 

с осью Оу.

7.15. Найдите координаты точки пересечения двух касательных,

Зх +1
проведенных к графику функции у = ---- ; первая в точке на графи-

2х-1
ке с абсциссой х = -1, а вторая в точке с абсциссой х  = 3.

JC3
7.16. Напишите уравнение касательной к кривой у = —  в точке

х = -1.

7.17. Напишите уравнения касательных к кривой у = 4х - * 
в точках пересечения с осью Ох.

7.18. В какой точке касательная к параболе у = х2 + 4х параллель­

на оси Ох?

7.19. В какой точке параболы у = х2 - 2х + 5 нужно провести ка­

сательную, чтобы она была перпендикулярна биссектрисе первого 

координатного угла?

7.20. Составьте уравнения касательной и нормали к кривой 

у = х3 - 4х2 + 8х + 6 в точке (2, 14).

7.21. Дана функция у = 2х2 - Зх + 3. Вычислите прирашенИе 

функции и дифференциал функции при переходе аргумента от зН '̂ 

чения X, = 1 к значению х2 = 1,001.
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7.22. Сторона кубах = (5 ± 0,01) м. Определите абсолютную и от­

опительную погрешности при вычислении объема куба.

7.23. Найдите дифференциалы функций:

а) у = х3 - Зх2 + Зх; б) г = 2ф - 5т2ф; в) х = Rcos2t.

7.24. Найдите:

а) d((x2 - Зх + 2)(х2 + 1)); б) ^ * 2-3* + l_.j. в) j^arcsin-^j; 

r) </(lnsin35x).

7.25. Найдите производные второго порядка от функций: 

а) у = sin2x; б) у = tgx; в) у = VT+x2".

7.26. Найдите производные третьего порядка от функций: 

а) у = xlnx; б) 5 = te~'\ в) у = xsinx;

г) y = arctg—; д) y = ̂ -yj2-t2 + arcsin-^.
а 2 V2

7.27. Найдите производные я-го порядка от функций:
_£

а) у = е а ; б) у = 1пх; в) у = х"; г) у = sinx.

7.28. Найдите относительную погрешность, допускаемую при 

вычислении стороны квадрата, если его площадь 68,5 см2 измерена 

с погрешностью 0,05.

7.29. Вычислите приближенные значения функций:

а) у = х3 при х = 10,03; б) у = л/х при х = 24,99.

7.30. Найдите приближенные значения:

а) /̂(К95; б) (1,01)7.

7.31. Напишите первые четыре члена разложения в окрестности 

точки х0 = 1 формулы Тейлора функции у = 1пх.

7.32. Исследуйте функции на монотонность:

а) у = х5 - 5х; б) у = х3 - Зх2 - 45х + 2; в) у = ̂ - ; г) у = InVl + x 2 ; 

Д) У = arctg х  - х.
7.33. Найдите наибольшее и наименьшее значения функ- 

Ции у  = 2х3 - Зх2 - 36х + 10 на отрезке [-5; 4].

7.34. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции

•У-sin2 X + cosx--.

7-35. Найдите все значения х, для каждого из которых функция 

^  6cos2x + 6 sinx - 2 принимает наибольшее значение.

7.36. Исследуйте функции на выпуклость и вогнутость:

х  ̂  + 4
а)у  = (х-  I)4- (Зх + 7); б) у =---- ; в) у = х-  1пх.



7.37. Исследуйте на вогнутость, выпуклость и точки перегиба-

а)у  = х3-Зх2 + 1; б) у = х4 - 6х2 + 5; в )у  = - 2х
1 + х 2

7.38. Определите размеры открытого бассейна объемом 32 ц,г 

с квадратным дном так, чтобы на облицовку его стен и дна пощл 

наименьшее количество материала.

7.39. Даны точки Л(0, 3) и В(4, 5). На оси Ох найдите точку Л/та^ 

чтобы расстояние S = AM + MB было наименьшим.

7.40. Найдите высоту и радиус основания прямого кругового 

цилиндра наибольшего объема, вписанного в шар радиусом R.

7.41. В два различных сосуда налиты растворы соли, причещ 

в первый сосуд 5 кг, а во второй — 20 кг. При испарении воды про­

центное содержание соли в первом сосуде увеличилось в р  раз, а во 

втором сосуде — в q раз. Известно, что pq = 9. Какое наибольшее 

количество воды могло при этом испариться из обоих сосудов?

7.42. Укажите первые пять членов ряда по формуле общего чле­

на:

а , . „ = ^ ; б, » „ = Ю ± 0 .
я 2 +1 3 " 1

7.43. Запишите формулу общего члена ряда:

а) 1 + — + —  +
8 27 64

«Ч 2 4 6 8б )  +----- + ....
5 8 11 14

7.44. Используя формулу суммы членов бесконечной геометри­

ческой прогрессии, найдите сумму ряда:

а) 1- —  + —----—— + ...; б) - + - + - + —  +
10 100 1000 2 4 8 16

m J I I  1 Iв) 1̂1--------1--- 1----....
2 4 8 16 32

7.45. Пользуясь определением сходящегося ряда, найдите частич­

ную сумму а„ и сумму s ряда:

а) — + —L  + ...+ 1
1-4 4-7 (Зя-2)(Зя + 1) 

2я + 1

I 2 -22 22-33 я 2(я +1)2

7.46. С помощью необходимого признака установите, какие 113 

рядов расходятся:

a) tV O O O l; б) £ - ^ ± 1 ; в) г) £ — ! _ ; д) V ------1----- - I
h  ,1^2я + 2 п=2 я In я 1 ОООя +1
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дов

[3 задачах 7.47—7.50 установите сходимость или расходимость ря- 

с помощью признака сравнения.

17.47.

7.48.

- ! _ + _ L _ + _ U . . . + .
1001 2001 3001

1 - + - 1 1
ЮООя + 1

1-2-3 2-3-4 3-4-5 " "

7.49. - + - + —  + ...+— !—  + ....
2 6 10 Ап-2

7.50. sin2а  +
sin2 2а , sin2 За

- + ...+ sin* па
27 „з

В задачах 7.51—7.56 исследуйте сходимость ряда с помощью при­

знака Даламбера.

7.51. — + — + —  + ....
3 9 27

п\
7.52. 1+—г-н— r + ...н--- к...

2 З3 пп
„ 1-2 , 1-2-3 , 1-2-3-4 ,
7 . 5 3 . -  + —  + ̂ ^ -  + ....

7 .5 4 . i  + - ^  + l ^  + ....
3 3-6 3-6-9

7.55. £
3w +1

п=1 \jn2"
2 п

В задачах 7.57—7.63 исследуйте ряды на сходимость. 

\ + п

1 +п3 •

? 2 V  ’ и 2
7.58. 1 + — + —  + ... + — + ....

2! 3! «!

7.59. sin 1 + sin — + sin — + sin —— +....
4 9 16

7.60. - + - + —  + ... + — -- к...
3 9 19
оо О  П

7.61. У * — . 
h " 2 "

7.62. У  —
^  nn

/ 7 2 +  1

2/i2 +1

— 00 
7.63. J

/7=1

7.64. Определите область сходимости функционального ряда:

1 +А + 3 +_.+-2-+....
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7.65. Найдите радиус сходимости и укажите область сходимоСт 

степенного ряда: и

а) \ + 2х2 + 4х4 + 8х6 +...;

б) х + -- —  + ~  —• —  +
2 3 2 4 5

в) ( х -4)_ ( ^  + К - 4 )5
3 5

7 .66 . Разложите в степенной ряд функции: 

а) у = хе*\ б) у = sin2x; в) у = cos2*.

Укажите области сходимости рядов.

7 .67 . Пользуясь рядами, вычислите приближенно с указанной 

точностью е значения:

a) cos 18° (е = 0,0001); б) sin27° (е = 0,001).

7 .68 . Пользуясь разложением в ряд функции arctgx, подсчитайте 

приближенное значение л, взяв последовательно два, три и четыре 

члена разложения. Сравните точность полученных результатов с при­

ближенным значением п « 3,14159.

Задания к главе 8 . Интеграл и его приложения

8 .1 . Для указанных функций найдите первообразные и проверь­

те дифференцированием:

а)А*) = 4х3; б)Дх) = 3-23*1п2; в)/(х) = -2cos2x; г) / (х )  = ---Ц-;
1 + х

Д) f(x ) = — 11—.
c o s 'x

В задачах 8.2—8.14 найдите интегралы.

8.2. jxsfxdx.

, ,  j *

8 .4 . |(2sinx + 3cosx)^x.

8 .5 . JxV x .

8.6. fXrdx.
J x 3

8 .7 . J(2x2 + bx-l)dx .

8.8. j(2sfx -yj5x + \)dx.

8 .9 . J ^ s in ^ - c o s ^ l dx.

8.10.
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g. l l .  |2*3Xdx.

.12. j ( 3sinx +-- z— | dx.
cos1 x .

8.13. j(a  + bx)2dx.

x l _ ±

2 x 3
8.14. dx.

В задачах 8.15—8.28 используйте метод подстановки. 

8 . « .  ^

8.17. j
3V4^9x2

8.18. J(3x-5)30dx.

8.19. jxex*dx.

8.20. [^ ‘Д ^ дЬс.

dx

cos2 3x
8.21. j

8.22. jx\la + x 2dx.

8.23. f dx^ .
J 1 + Vx

8.24. [ dx .
J x ln 2X

8.25. f й ф -dx.'

J №
8.26. J x 2>/x3 + 5dx.

8.27. J
dx

x\l 2x-9

8.28. f 5x+L dx.
V 3 - X 2

в задачах 8.29—8.32 проинтегрируйте рациональные функции.

dx
8.29. f-

J (x-1)4

8.30. f-----& -----.
J x 2-6x + 18

8.31. f x ~2 - dx. 
J x 2-4x + 7



8.32. J- 5л:-3
-dx.

x 2 +10x + 29
В задачах 8.33—8.36 используйте метод неопределенных коэффи 

циентов. 1

8.33. J - i t l- d c .

8.34. J

8.35. J

8.36. J

х(х - 3) 
dx 

л3 -х
dx

х(х + 1)2 '

-5х + 9
dx.

х 2-5х + 6

В задачах 8.37—8.40 примените метод интегрирования по ча­
стям.

8.37. J In xdx.

8.38. Jxarctgxdx.

8.39. fxexdx.

8.40. Jxcos3xdx.

В задачах 8.41—8.46 вычислите интегралы от выражений, содер­

жащих тригонометрические функции.

8.41. Jcos5xcosxc/x.

8.42. |sin3xdx.

8.43. |cos23xdx.

8.44. js in4xdx.

8.45. f- cosxdx 
J <sin^ x-6sinx + 5 

cosx
8.46. f - ^ S - d x .

J 1 + cosx
1

8.47. Вычислите интегральную сумму для интеграла jxdx, разбив

о
отрезок [0, 1] на 10 частей. Сравните ее с точным значением инте­

грала.

8.48. Оцените интегралы:
Л
2

a) fe sin2*dx; б) J
sinx

dx.

В задачах 8.49 — 8.57 вычислите определенные интегралы.
3 £

8.49. j e 3dx.

284



8.5°. ( * ■ + £ ] * .

8.51. J (2x3 - x 2 -5)dx.
-г
г dx

8-52- J t w -

i = b -
6

8.54. }
x +1

8.55. j
sin X

--2cosx dx.

8.56. J
sinx

о V C O S ‘ X

я 
6

:dx.

8.57. |es,nx cosxdx.
о

В задачах 8.58— 8.64 вычислите площади фигур, ограниченных 

заданными линиями.

8.58. у = -х2; х  + у  + 2 = 0.

8.59. y = i4 ;y = '1 7 -x 2(x>0,y>0).
х

8.60. у = sinx; у = cosx; х  = 0.

8.61. _у = 4 - х 2; у  = 0.

8.62. у = ех\ у = е~х\ у = 4.

8.63. у  = - —х 2 + 9х-  — ; у  = -х2 + 6х - 5.
2 2

8.64. у = 2sinx; у = tgx.
В задачах 8.65, 8.66 вычислите длину дуги кривой.

8.65 v = - x i l x - - y f x *  (между точками пересечения с осью  Ох).
5 3

8.66. у = lnsinx (от х  = ̂ Д О Х  = —)•

8.67. Найдите площадь поверхности, образованной  вращением 

В°Круг оси  Ох дуги кривой у = х3 от точки X = 0 ДО ТОЧКИ X = —.

285



В задачах 8.68—8.70 найдите объем тела, образованного враЦ( 

нием фигуры, ограниченной указанными линиями.

8.68. ху = -2; х = 1; х = 2; у = 0 (вокруг оси Ох).

8.69. х = у2; х = 1; у = 0 (вокруг осей Ох и Оу).

8.70. у = sinx; у = 0; х = (вокруг оси Ох).

В задачах 8.71, 8.72 найдите среднее значение функции на задац 

ном отрезке.

8.71. у = tgx;

8 .7 2 .у:
I

1 + х

0,

г ; Н .  П-

8 .73 . Скорость точки меняется по закону о = 100 + 81 м/с. Какой 

путь пройдет эта точка за промежуток времени от t = 0 до / = 10?

8.74 . Найдите массу стержня длиной 100 см, если линейная плот­

ность меняется по закону 5 = 20х + 0,15х2 г/см, где х — расстояние 

от одного из концов стержня.

8 .75 . Точка движется по оси Ох, начиная от точки Л/( 1, 0) так, что 

скорость ее равна абсциссе. Где она будет через 10 с от начала дви­
жения?

8.76 . Определите давление воды на вертикальный прямоугольный 

шлюз основанием 8 м и высотой 6 м.

8 .77 . Вычислите работу, которую необходимо затратить, чтобы 

выкачать воду из конического сосуда, обращенного вершиной вниз; 

радиус основания сосуда R = 3 м и высота Н = 8 м.

Задания к главе 9. Дифференциальные 
уравнения

9.1. Проверьте подстановкой, что функция у = Сх3 является ре­

шением дифференциального уравнения 3у-ху' = 0. Постройте ин­

тегральные кривые, проходящие через точки: а) 1, - j; б) (1, 1).

9.2. Проверьте подстановкой, что дифференциальное уравнение 

у"’ + 4у = 0 имеет общее решение у = C,cos 2х + C2sin 2х.

9.3. Постройте семейство парабол у = Сх2 при С  = 0; ±1, ±2 и со­

ставьте дифференциальное уравнение, для которого это семейств0 

является общим решением.

9.4. Изобразите поле направлений в квадрате [-1, 1] х [-1, ^ 

в узлах разбиения его на 64 квадрата для дифференциального уРаГ
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нения у' = х 2 +у2. Изобразите приближенно его частное решение, 

удовлетворяющее начальному условию: у = 0 при х = 0.

9 .5 . Изобразите поле направлений для уравнения у' = — в окрест-
х

ности точки (1, 1).

9.6. Проверьте, что функция у = C,cos х + C2sin л: является общим 

решением дифференциального уравнения у" + у = 0. Найдите его 

частное решение, удовлетворяющее начальным условиям: при х = 0, 

у = 0, у'-\-
9.7. Проверьте, что общим интегралом дифференциального урав­

нения = -— будет х2 + у2 = с. Постройте семейство интегральных
dx у

кривых и выделите те из них, что проходят через точки /1(1, 1), 

5(3, -4).
9.8. Убедитесь, что функция и = х2 - у2 является решением диф­

ференциального уравнения в частных производных и"  ̂+ иуу =0.

В задачах 9.9—9.14 найдите общие решения дифференциальных 

уравнений с разделяющимися переменными.

9.9. у' — fax3.

9.10. у' = 1 + -V-
У

9.11. у' = У +у.

9.12. dy-2y[ydx = 0.

9.13. xyj\-y2dx + yyj\-x2dy = 0.

9.14. tgxdy -  (1 + y)dx = 0.
В задачах 9.15—9.17 проинтегрируйте дифференциальные уравне­

ния и постройте интегральные кривые, проходящие через заданные 

точки.

9.15. ydx + xdy = 0; А(-2, -4).

9.16. х 2у' + у 2 =0; /1(1, -1).

9.17. y' = t lp - ’ A(0, 1).
В задачах 9.18—9.22 найдите частные решения дифференциальных 

Уравнений, удовлетворяющие заданным начальным условиям.

9.18. — = 1пу при х = 2, у = 1.
У'

9.19. 2у'у/х =у  при х = 4, у = 1.

9.20. y' = (2y + l)ctgx при *  = У~ j '

®.2l. у\п3y + y 'fx  + \=0 при х = -тт,У = е-
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9.22. —- + еу =0 при х = 1, у = 0.
л:

9.23. Найдите уравнение кривой, проходящей через точку (0

1 ’ ’
тангенс угла наклона которой во всякой точке равен — -.

3 у 2

9.24. Тело движется со скоростью, которая в каждый момецт 

времени t определяется по формуле v = 5t2-2 м/с. Найдите закон 

движения тела и путь, пройденный телом за 3 с от начала движения

9.25. Определите кривую, проходящую через точку A(-l, 1), если 

угловой коэффициент касательной в любой точке кривой равен ква­

драту ординаты точки касания.

9.26. Найдите закон движения и скорость движущегося тела, если 

скорость его возрастает пропорционально пройденному пути и если 

в начальный момент движения тело находилось в 8 м от начала от­

счета пути и имело скорость 24 м/с.

9.27. Скорость обесценивания оборудования вследствие его из­

носа пропорциональна в каждый данный момент времени его фак­

тической стоимости. Начальная стоимость равна А0. Какова будет 

стоимость оборудования по истечении t лет?

9.28. Известно, что скорость охлаждения пропорциональна раз­

ности температур тела и окружающей среды. За какое время нагретое 

до 100° тело охладится до температуры 20°, если до 60° оно охлажда­

ется за 10 мин?

9.29. Убедитесь, что с помощью замены и = — уравнение
X

ху'-\п— = х + у-1п— приводится к уравнению с разделяющимися 
х х

переменными.

9.30. Убедитесь, что заменой w = — уравнение

3ys in— dx +

У

у - З х -sin — dy = 0

приводится к уравнению с разделяющимися переменными.

9.31 . Запишите дифференциальное уравнение, позвол яю ш ее 

найти кривую, у которой произведение абсциссы любой точки, при­

надлежащей кривой, на отрезок, отсекаемый нормалью на оси ОХ, 

равно удвоенному квадрату расстояния этой точки от начала коор' 

динат.

В задачах 9.32—9.37 найдите общие решения линейных дифФе' 

ренциальных уравнений.

9.32. у ’-*У  = х .
х
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9.33. ху'-у = х 2

, . 3 4 .  .
X X

9.35. /cosx->>sinx = sin 2х.

9.36. ех(у + у') = 1.

9.37. л: 2>' + 2jcjh = In л:.

В задачах 9.38—9.41 найдите частные решения дифференциальных 

уравнений при заданных начальных условиях.

9.38. / s in  х-.у cosx = 1 при х = ̂ , У — 0.

9.39. у'- — = Зх при х = 1, у = 3.
х

COSX.

.2

t 2ds^9.40. j
dt

9.41. у '- У 1
—-—  = x lnx  при х = е, у = -е2. 
х\пх 2

9.42. Проинтегрируйте уравнение /  = 2sinxcos2x-sin3x.

9.43. Решите задачу Коши для уравнения у" = 1

COS2 X
, если при

л In 2 , .

В задачах 9.44—9.52 решите дифференциальные уравнения.

9.44. у"-4у' + 4у = 0.

9.45. у" + 3у' + 2у = 0.
9.46. у"-4у' + \3у = 0.

9.47. у" + 5 /  + 6>> = 0. Начальные условия: у(0) = 1,/ (0 ) = -6.

9.48. у" -\0у' + 25у = 0. Начальные условия: у(0) = 0, / (0 ) = 1.

9.49. 9у" + у = 0. Начальные условия: у
Зл

= 2, у'\ у  | = 0.

9.50. y"-4y = Sx\

9.51. у"-2у' + 2у = х 2.
9.52. у"-у'-2у = х. Начальные условия: при х  = 0, у = 0, у' = 3.

9.53. Ускорение движущейся прямолинейно точки изменяется по 

закону а = 8/ - 2. Найдите уравнение ее движения, если в момент 

, = 3 с ее скорость v = 6 м/с и путь ^=15 м.

Задания к главе 10. Элементы теории 
вероятностей и математической статистики

Ю-1. Вычислите: а) б) в) - ^ .
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10.2. Вычислите: а) —— — ; б) ~ — <£±11.
' Р\Ь Л  Р(х-\)

10.3. Сколькими способами можно расставить 6 книг на полке1)

10.4. Из шести книг надо выбрать три. Сколькими способами эт0 

можно сделать?

10.5. Сколькими способами можно разместить 6 детей на шести­

местной карусели с неразличимыми местами?

10.6. Решите уравнение 2С*1\ = Л 3+2, гдех — натуральное число.

10.7. Докажите, что:

С' + 6C l + 6С3 = я 3; I + 1С'„ +12C l + 6С 3 = (п +1)3.

10.8. Из восьми сотрудников в июле могут пойти в отпуск три 

человека. Сколькими способами это можно сделать?

10.9. В шахматном турнире принимали участие 15 шахматистов, 

причем каждый из них сыграл только одну партию с каждым из 

остальных. Сколько всего партий сыграно в турнире?

10.10. Сколькими способами можно выставить дозор из трех 

солдат и одного офицера, если есть 80 солдат и 3 офицера?

10.11. Сколькими способами можно расставить на полке четыре 

различные книги по алгебре и три различные книги по геометрии 

с учетом их порядка, чтобы все книги по геометрии стояли подряд?

10.12. На плоскости даны п точек, расположенных так, что ни­

какие три из них не лежат на одной прямой. Определите, сколько 

различных прямых можно провести через эти точки.

10.13. По цели произведено 20 выстрелов, причем зарегистриро­

вано 18 попаданий. Найдите относительную частоту попаданий 

в цель.

10.14. В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По 

списку наудачу выбраны 9 студентов. Найдите вероятность того, что 

среди отобранных студентов 5 отличников.

10.15. Какова вероятность того, что наудачу выбранное целое 

число от 40 до 70 является кратным 6?

10.16. Какова вероятность того, что при пяти подбрасываниях 

монеты она три раза упадет гербом кверху?

10.17. Группа туристов, состоящая из 12 юношей и 8 девушек 

выбирает по жребию хозяйственную команду в составе 4 человек- 

Какова вероятность того, что в числе избранных окажутся двое юн°' 

шей и две девушки?

10.18. Вероятность попадания в кольцо с места штрафного бр0' 

ска для данного баскетболиста равна 0,6. Баскетболист сделал сери*0 

из 4 бросков. Какова вероятность того, что при этом было ровно 

попадания?
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10.19. Прибор состоит из двух последовательно включенных 

блоков. Вероятность выхода из строя за один месяц работы первого

1 1 1 , ¥ „

блока равна второго--- , а о б ои х--- . Наидите вероятность
3 4 6

безаварийной работы прибора в течение месяца.

10.20. В корзине 10 яблок, из которых четыре зеленых. Наудачу 

достали три яблока. Найдите вероятность того, что хотя бы одно из 
вЫбранных яблок зеленое.

10.21. Вероятность того, что при одном измерении некоторой 

физической величины будет допущена ошибка, превышающая за­

данную  точность, равна 0,4. Произведены три независимых измере­

ния. Найдите вероятность того, что только в одном из них допущен­

ная ошибка превысит заданную точность.

10.22. Внутрь круга радиуса R наудачу брошена точка. Найдите 

вероятность того, что точка окажется внутри вписанного в круг:

а) квадрата; б) правильного треугольника. Предполагается, что ве­

роятность попадания точки в часть круга пропорциональна пло­

щади этой части и не зависит от ее расположения относительно 

круга.

10.23. Среди 100 лотерейных билетов есть 5 выигрышных. Най­

дите вероятность того, что 2 наудачу выбранных билета окажутся 

выигрышными.

10.24. Студент знает 20 из 25 вопросов программы. Найдите 

вероятность того, что студент знает предложенные ему три воп­

роса.

10.25. В отделении 12 солдат. В наряд назначаются два человека 

наугад. Какова вероятность попасть в наряд для каждого данного

солдата?

10.26. В первой урне 10 шаров, из них 8 белых; во второй урне 

20 шаров, из них 4 белых. Из каждой урны наудачу извлекли по 

одному шару, а затем из этих двух шаров наудачу взяли один шар. 

Найдите вероятность того, что взят белый шар.

10.27. В семье пятеро детей. Найдите вероятность того, что сре­

ди этих детей: а) два мальчика; б) не более двух мальчиков; в) более 

Двух мальчиков; г) не менее двух и не более трех мальчиков. Вероят- 

ность рождения мальчика принять равной 0,51.

Ю.28. Игральная кость подброшена 10 раз. Найдите вероятность 

вЫпадения единицы 7 раз.

10.29. Два равносильных противника играют в шахматы. Что 

ВеРоятнее: а) выиграть одну партию из двух или две партии из четы- 

Рех; б) выиграть не менее двух партий из четырех или не менее трех 

ПаРтий из пяти? Ничьи во внимание не принимаются.
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10.30. Дискретная случайная величина X  задана законом рас  ̂

пределен ия:

а)

X 2 4 5 6

р 0,3 0,1 0,2 0,4

б)

X 10 15 20

Р 0,1 0,7 0,2

Постройте многоугольник (полигон) распределения.

10.31. Напишите биномиальный закон распределения дискретной 

случайной величины X  — числа появлений герба при двух бросках 

монеты.

10.32. В партии из шести деталей имеется четыре стандартные. 

Наудачу отобраны три детали. Составьте закон распределения дис­

кретной случайной величины X  — числа стандартных деталей среди 

отобранных.

10.33. Стрелок делает по мишени три выстрела. Вероятность по­

падания в мишень при каждом выстреле равна 0,3. Постройте ряд 

распределения числа попаданий.

10.34. Случайная величина X  задана функцией распределения

F(x).

О,

х-

если х<1;

, если 1<х<3;

если х > 1.

Вычислите вероятности попаданий случайной величины X  в ин­

тервалы (1,5; 2,5) и (2,5; 3,5).

10.35. Случайная величина X  подчиняется закону с плотностью

/ ( * )  =

О при х<0 ;

а(3х-х2) при 0<х<3 ;

О при х>3.

Найдите коэффициент а. Постройте график распределения плоТ' 

ности. Определите вероятность попадания X  в промежуток (1, 2)-



10.36. Случайная величина X  задана функцией

F(x) =

0, если х<2;

(х-2)2, если 2<лс<3;

1. если х>3 .

Найдите ее плотность распределения и вычислите вероятность 

попадания случайной величины X  в интервалы (1; 2,5) и (2,5;

з-5>-
10.37. Монету подбрасывают 7 раз. Найдите математическое 

ожидание и дисперсию числа появлений герба.

10.38. Игральную кость подбросили 12 раз. Найдите математиче­

ское ожидание и дисперсию числа невыпадения единицы.

10.39. Все значения равномерно распределенной случайной ве­

личины лежат на отрезке [2, 8]. Найдите вероятность попадания 

случайной величины в промежуток (3, 5).

10.40. Через каждый час измерялось напряжение тока в электро­

сети. При этом были получены следующие значения (в вольтах):

227; 219; 215; 230; 232; 223; 220; 222; 218; 219; 222; 221; 227; 226; 

226; 209; 211; 215; 218; 220; 216; 220; 220; 221; 225; 224; 212; 217; 219; 

220 .

Постройте статистическое распределение и начертите полигон.

10.41. Постройте дискретный вариационный ряд и начертите 

полигон распределения 60 абитуриентов по числу баллов, полученных 

ими на приемных экзаменах:

20; 19; 22; 24; 21; 18; 23; 17; 20; 16; 15; 23; 21; 24; 21; 18; 23; 21; 19 

20; 24; 21; 20; 18; 17; 22; 20; 16; 22; 18; 20; 17; 21; 17; 19; 20; 20; 21; 18 

22; 23; 21; 25; 22; 20; 19; 21; 24; 23; 21; 19; 22; 21; 19; 20; 23; 22; 25; 21 
21.

10.42. Найдите эмпирическую функцию по данному распределе­

нию выборки:

а)

X/ 2 5 7 8

1 3 2 4

б)

X 4 7 ОО

«,• 5 2 3
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10.43. Постройте гистограмму частот по данному распределению 

выборки объема п = 100:

Номер интервала 

i

Частный интервал

Х,-Х(+ |

Сумма частот 

вариант 

интервала я,

Плотность 

частоты n j h

1 1-5 10 2,5

2 5 - 9 20 5

3 9-13 50 12,5

4 13-17 12 3

5 17-21 8 2

10.44. Заполнив предварительно последний столбец таблицы, 

постройте гистограмму частот по данному распределению выбор­

ки:

10.45. В итоге пяти измерений длины стержня одним прибором 

(без систематических ошибок) получены следующие результаты 

(в мм): 92; 94; 103; 105; 106. Найдите: а) выборочную среднюю длину 

стержня; б) выборочную и «исправленную» дисперсии ошибок при­

бора.
10.46. По приведенным результатам измерения роста случайно 

отобранных 100 студентов найдите выборочную среднюю и в ы б ор оч ­

ную дисперсию роста обследованных студентов. (В качестве вариан­

та принять середины указанных интервалов.)

Рост, см
154—

158

158— 

162

162—

166

166— 

170

П О -

174

174—

178

178—

182

Число

студентов

10 14 26 28 12 8 2

____

i пi n j h

1 2 - 7 5

2 7-12 10

3 12-17 25

4 17-22 6

5 22-27 4
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10.47. Дана корреляционная таблица для величин X и Y. Опреде­

лите коэффициент корреляции и уравнения прямых регрессии.

X
Y

0 2 7 12 17 22 27 32 37 42

0 3 6

1 25 108 44 8 2

2 3 50 60 21 5 5

3 1 11 33 32 13 2 3 1

4 5 5 13 13 7 2

5 1 2 12 6 3 2 1

6 1 1 2 1 1

7 1 1 1



О т в е т ы  и р е к о м е н д а ц и и  к р е ш е н и ю  з а д а ч

Глава 1

/(1) = —  ; У| ^  1=0; / 1- 

1 1

1 х (2-3х), 1 _ х 2 +1 

х 2 + 1 ’ / ( х )  2 х-3

1.1. {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. 1.2. а) (2, 3}; б) 0 . 1.3. а) нет; б) да. 1.4. 23 = 8.

1.7. Да. 1.8. 3; 4; 7; 5; 30; 6-2V2; 6 + 2^2. 1.9. а)А + а; б) 2ah. 1.10. /(0) = -з;

. 1.11. а) 1, 4, 9, 16, J
i  . 1  _ J_ 1 1 2 3 4 , 2 .1 6 , 1 10 

4’ 9’ 16’ "' 22 ’ З2 ’ 42 ’ ’ 3’ 5’ 7’ ...........3’ 5’ 7’ 9’ И "|

1.13. 2. Указание: л + ̂ >2. 1.14. Да. Второе утверждение неверное. Напри- 
п

мер, если А = {а, Ь, с] и В= {1, 2, 3}, то А ~ В, но А * В. 1.15. у = (Ь - я)х + в.

1.16. а) * = 4 * - !;  б) = в) >> = х3 + 2. 1.17. |м/с. 1.18. 1/1 = 4 .  где
3 3 х+ 2  3 г

F — сила; к — скорость; г — расстояние. 1.19. 8 000 м2; 12 000 м . 1.20. Ука­
зание'. стройте график функции отдельно на каждом отрезке [п, п + 1], 
где и — целое число. 1.21. См. указание к задаче 1.20. 1.22. Цилиндр

1.23. а) В  = ̂ - \  б) р  
100

Д-100 '■>. 1.24. Нет. 1 .25 .а) да; б) нет (а *  -Ь)

1.26. х  = 1,5. 1.27. х  = 2. 1.28. х, = -11; х2 = 4. 1.29. х, = -5; х2 = 3

1.30. X, = -2а: х 2 = За. 1.31. х, = 0; х2 = - - ;  х3 = -2; х4 = 2. 1.32. х, = 2; х 2 = 7

1.33. х, = —; х2 = -—. 1.34.x, = 3;х2 = -З;х3 = 4;х4 = -4. 1.35. x t = 2,4; х2 = 1,2 
b а

1.36. х = 1. 1.37. х, = 0; х2 = -2. 1.38. 0 . 1.39. 0 . 1.40. х < у . 1.41. 0

1.42 . (-оо, -1) U (-1, +оо). 1 .43 . (-оо, -5). 1.44 . 1<х<4=- 1-45. 0
7з
2

х > 4 - ;
7

3 5 <---Х + — < у<Х-->-
4 2

1 .46 .  (-оо, +оо). 1 .47 .  0 .  1 .48 .  х  < 1 . 4 9 .

1.50.
х~ 5 ’

2х-1<у<1-

1.51.
-оо<х<+оо;

2-х<.у<5-х.

Глава 2

2.1. а) 32; 6)17; в) 26. 2.2. а) 78 = 2-3-13; б) 805 = 5-7-23; в) 957 = 3-11
2.3. а) делится на 2, 4, 5, 10, 25; б) делится на 2, 3, 9; в) делится на 2, 3, У'
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г) делится на 2, 4, 5, 10; д) делится на 3, 5; е) делится на 2, 3, 5, 9, 10; ж) де­

лится на 3. 2.4. 2, 3, 5, 7, И, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59. 2.5. 40, 

42, 44, 45, 46, 48, 49, 50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 62, 63, 64, 65, 66, 68, 69, 

70. 2.6. а) да; б) нет; в) нет; г) да; д) нет. 2.7. 899 = ЗО2 — 1 = 29-31. 2.8. И с­

комое число — это НОК (24; 45; 56) + 1 = 2521. 2.10. Указание', используй­

те метод рассуждений от противного. 2.11. а) 3,141; 3,142; б) 57,295; 57,296;

в) 2,718; 2,719; г) 2,302; 2,303. 2.12. а) 0,035; б) 0,8175; в) -2,816; г) -1,2596.

2.13. а) 0,(428571); б) 5,(6); в) -7,(1); г) 3,(81). 2.14. а) |; б) в) г)

д) -2-. 2.15. 6400; 6360; 6357. 2.16. 615 км (±5 км). 2.17. Первое. 2.18. 4.

2.19. 0,0005 %. 2.20. Д = 0,0016; 5 * 0,05 %. 2.21. а) 0,517; б) 0,012. 2.22. а) 2;

б) >/2-1; в) — - при х > 1 ,---  при х < 1. 2.23. Не может. 2.25. а) х  > 2,
х-1 1-х

х < -2; б) 0 < х < 3, -3 < х  < 0; в) 1 < х < 3; г) а -  5 < х  < а + 5; д) х > а + 5,
2

х < я - 6 ; е ) а - 8 < х < я ,  а < х < а  + 6. 2.26. а) х  = -; б) х, = 4; х2 = -2; в) 0 ;

г) х = -1. 2.27. а) (-да, +°oj; б) (-оо, -3) U (7, +«>); в) 2 < х < 4;

г) (-со, - 5 )llf“ , +°°1; д) (-00, - ф и (2, +оо); е) -1 < х  < 4; ж) -1 < х < 0;

з)
у>- 2х + 1;

и)

у < — I— , 
3 6

3 6 к) Зх - 2 < у < Зх + 2. 2.29. а) 2-^ + 4^/; 
х 1 . 15 3у<- 2х-1;

б)- ^  + >/2/. 2.30. а) 2; б) >/3 + 3>/2 + (л/б-3)/; в) -43 + 81/; г) 7 + 24/. 2.31. а)

IZ  + 20,-. 6 )—+— /; в) 1,6; г)->/3. 2.32. х  = 2; у, = 3; у2 = -3. 2.33. х  = 5; 
53 53 2 6

У = -2. 2.34. а )3-2>/5/; б )- - “ /. 2.36. а) 1; б) /'; в) -1; г) 1. 2.37. а) круг

с центром в точке z = 1 и радиусом Л = 1; б) круг с центром в точке z = с 
и радиусом R = а; в) окружность с центром в точке г = с и радиусом R = а. 
2.38. а) ось Ох при х > 0; б) ось Ох при х  < 0; в) ось 0у при у > 0; г) луч, ис­

ходящий из начала координат под углом — к оси Ох. 2.39. а) ±5/'; б) 1 + 2/;

в> -2 + 3/. 2.40. г2 - 2z + 4. 2.41. а) г=  3, <р = 0; б) г = 2, <р = я; в)г = 3, ср = |; 

Г)/' = 2,ф = - 1 ; д)/- = 2>/2, ф = - ^ ; е)г = 2,ф = —я. 2.42. Криволинейный «сек- 

ТоР», расположенный между двумя лучами, исходящими из начала координат

П°Д углами — и — к оси Ох, и двумя окружностями с центром в точке z = /
4 3

11 РЗДиусами 1 и 3.
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Глава 3

3.2. а) х = 0, да; б) х = 1, да; в) х = О, да. 3.3. а) 4; б) 11. 3.4. Указание 
рассмотрите отдельно случаи а > 0, а < 0, а = 0. Обратное утверждение не­

верно: пример — последовательность х„ = (-1)"^1 + — j . 3.5. Указание-, рас,

смотрите поведение членов последовательности для случаев п = 2щ ц 
п = 2т + 1, т  = 1, 2, .... 3.6. Указание-, воспользуйтесь определениями бес­

конечно большой и бесконечно малой последовательностей. 3.7. -1. 3 .8 .1
___ 3'

3.9. 3. 3.10. Указание: умножьте и поделите выражение на >/« +1 +4п; О
3.11. 0. 3.12. 1. 3.13. е3. 3.14. 1. 3.15. 8 = 0,0099. 3.16. 4. 3.17. +оо. 3.18.

3.19. 12. 3.20. 1. 3.21. 2. 3.22. -1. 3.23. . 3 .24 .-- . 3.25. -1. 3.29
56 2

Ду = (Зх + ЗхДх + Дх2)Дх. 3.31. lim y = —оо; lim y = +°o; х  = 2 — точки раз-
х->2-0 х->2+0 ;

рыва II рода. 3.33. х = ±2 — точки разрыва I рода. 3.34. Функция непре­

рывна. 3.35. Разрыв I рода в точке х  = 3. 3.38. Нет: пример у, =
х + 1

У2'-
Х _ ¥ Х _

х + 1
. 3.39. Указание', рассмотрите поведение приращения Д|/(х)|

при Дх -»■ 0 при различных вариантах знака Д х )  вблизи данной точки

3.40. 4. 3.41. Вертикальная асимптота х  = 2; горизонтальная асимптота 

у = 0 при х  -> +00. 3.43. Вертикальные асимптоты х = 1 и х  = 3; горизон­

тальная асимптота у = 0 при х  -> ±оо. 3.37. Наклонная асимптота у = х  при 

х -» ±оо. 3.44. Наклонные асимптоты: у = х  при х -> +<»; у = -х при х -> -flj

3.45. Наклонная асимптота у = х  - 1. 3.46. / ( х )  = х 2+х-1.

Глава 4

4.1. 4.2. 5a,b"~\ . 4.3. 1. 4.4. (0; 1)U(1; +°°). 4.5. х * 3. 4.6.
V а 9 с3х"у

х> 3. 4.7. (-оо; -1]U(1; +оо). 4.8. (-3; 5). 4.9. (-4; +»). 4.10. а) 1; б) 24. 4.11.

а) «+»; б) «+». 4.12. 2cos2a. 4.13. а * — (2л + 1); neZ ; 2cosa. 4.14. а *-  + -
3 4

п е Z; a * - — + пк, к  е Z; а * - — + п т ,  т  е Ж; 1. 4.16. —. 4.17. — . 4.18. -~-
3 6 2 2 6

4.19. 0. 4.21. 0,5. 4.22. а) четная; б) ни четная, ни нечетная; в) четная; г)
ни четная, ни нечетная; д) нечетная. 4.25. а) нет основного периода; б) я!

в) у ;  г) 2п. 4.28. а) возрастает на (— 1,0)U [1, +оо); убывает на (-оо, — 1]U[0,1) 

Указание: у = (х2 - I)2 - 4; б) убывает на (-оо, — 1)U(0, +оо). Указание

iQgi-^r
2 Х+ 1

— log
Х+1

= log2 (1 +— 1; в) монотонно убывает на каждом из участ­

ков (-оо, 0) и (0, +со). 4.29. а) lgcos t, t *  — + п п , п е б)
Г-1
/ + Г

t * -

в)
/-1

/ ^0 ;  г) 4*- -3/+2 е [0, 3]. Указание: решите неравенство: t2 - Щ
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,  2 < 2. 4.53. 9. 4.54. 2, -. 4.55. 0; 2. 4.56. 2; -2. 4.57. 2. 4.58. - . 4.59. 2. -f- — 2 2
4.60. 2. 4.61. -5; 5. 4.62. 1. 4.63. 5. 4.64. 3. 4.65. 3; 81 4.66^. 2. 4.67.

Д — + ля, и eZ . 4.68. ±^ + 2ли;—  + 2ли, лг е Z . 4.69. — + ——; ± —  + 2л/г, л е Z.
2 2 3 3 4 2 3

4 70. 2л«; я+4ли, п е Z. 4.71 .  - п : — п ,п е Х . 4 .72 . -  + пп; arctg3 + n«;
2 11 2__

arctg-^ + ля, /?eZ . 4.73. ^  + 2я«; уя  + 2ля, weZ. 4.74. ' . 4.75. (2; 3);

(3- 2). 4.76. (4; 1); (1; 4). 4.77. j arctS2 + ™ ; jarcctg2 + ял; 4 .7 8 - л: < 3;
|arcctg2-n«; [arctg2-nw;

х > 5. 4.79.x <-3; л: > -у. 4.80. -2<х<1 ;3<х<5 . 4.81. <х<- у. 

Глава 5

5.2. в2(0;-1), Д3(1;0), Д4(0; 1). 5.3. Я,(1;я), Д2̂ 1; Д3(1;0), 2»4(l; | ).

5.4. A^2sf2: j j .  5.5. А (\ ;у13). 5.6. С2(1, 1, -1), С3( 1, -1, 1), С4( 1, -1, -1), 

Cj(-1, 1 , 1), c 6(-l, 1, -1), c 7(-l, - 1 , 1 ), С 8(- 1, -1, -1). 5 .8 . 2 . 5 .9 .

|Л/?| = 2ч/5, \BC\ = J io ,  \СА\ = М -  5.10. \АВ\ = Ъ. 5.11. 1. 5.12. 7 з . 5.13.

2

5.15. —  + = 1 при сдвиге Х| = х - 2, = у + 1. 5.16. х,2 + 4у2 = 16. 5.24.
4   _

ОЛ/(8; -2), |оЛ/| = 2\/Г7. 5.25. 5;V29.5.26. 5/ -5 j+2к\ 3V6.5.27. -4у -12А:.

5.28.  а) а (3 ;-2; 6); 6(-5; 3;-6); б) а - 6  =(8;-5; 12); в) U s l = 7. 5 .29 .  

1ол7| = 5V2 ; cosa = 0,5>/2 ; cos(3 = -0,3\/2 ; cosy = 0,4n/2. 5.30. OC = i -2 j  +к ; 

loci = ч/б; A B = r T - 4 j+ k - , 1^51 = З-Л. 5.31. J .  5.32. -1. 5.33. 3. 5.34. -13.

5.35. A = (F , M\M~2) = 17. 5.36. cosy = y J jy . 5.37. 30°. 5.38. (3; -6; 0). 5.39.

4. 5.40. 6. 5.41. Площадь параллелограмма, построенного на диагоналях 

Данного параллелограмма, вдвое больше площади данного параллелограмма. 

5-42. 24. 5.44. 40. 5.45. 68. 5.46. Второй и третий столбцы состоят из про­

порциональных элементов. 5.47. 14. 5.48. 1. 5.50. а) х  = 5, у  = -4; б) х  = 1,

У = 0. 5.51. а) х = 5, у  = 6, г = 10; б) х = 0, у  = -5, г = 24. 5.52. Решений 
нет.

Глава 6

6.1. а) у = х  + 3; б) у = -х + 3. 6.2. а) у  = х; б) j> = VЗх; в) у = -73х; г) х  = 

~ 0- 6.4. у = 0; 4х - Зу = 0; у = 4; 4х -  Ъу + 12 = 0. 6.5. А и С — на прямой; 
^  выше; D — ниже. 6.6. х -  у = ±fl- 6.7. х + у -  4 = 0 ; у = 3 ; х - у  + 4 = 0;

у ~ 0- 6.8. а) arctg-; б) -; в) -; г) 0; д) 6.9. 5х + 2у + 4 = 0; 5х + 2у = 25.
4 4 4 ^
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6 Л 0 .у  = -х + 2. 6. 1 1 . (3, - 1); (3, 3); 45°; * 71°; * 63°. 6. 12. Указание:

изобразите на рисунке линии пересечения плоскостей с координатныщи 

плоскостями (если они пересекаются). 6.13. cosa = ̂ ;  cosP=2; cosy = 6

6 .14 .х + у = 2а. 6.15. 3y + 2z = 0. 6 .16 .x + y + z= 4. 6.17. cosa = —; cosp = - 2.
3 3’

cosy = -. 6.18. x + y = 4. 6.19. - . 6.20. x - 2y - 3* = 4. 6.21. = = i
3 4 1 1 - j •

6.22. a) /' ; 6) /' +k. 6.23. cosp = J = .  6.25. Указание: приведите уравнения

20 1 
прямых к каноническому виду; cos<p = — ; ф * 17°. 6.26. sinФ = ̂ г- 6.27. х +

+ 2y-2z=\. 6.28. 9. 6.30. 13. 6.31. х + 7у + I0z = 0. 6.32. 32* + 21у + Юг = 
= 63. 6.33. 6. 6.34. х2 + у2 + 8х - 6у = 0; А и О — на окружности; В — вне ее.
6.35. (л: - I)2 + (у - I)2 = 1 или (х - 5)2 + (у - 5)2 = 25. 6.36. х2 + у1 - 6у - 9 = 
= 0. 6.37. Указание: используйте метод выделения полного квадрата;

х 2 у 2 X 2 V2
—  - —  = 1- 6.38. Гипербола с каноническим уравнением--- —  = 1. 6.39.
25 16 4 9

Точка А(2, 1). 6.40. Пустое множество (мнимый эллипс). 6.41. Парабола 

с каноническим уравнением у  = -х2. 6.42. Прямые х  = 2 и х = 4. 6.43. Пустое 

множество (мнимые прямые). 6.44. х2 + у 2 + 4х = 0. 6.45. С(1,5; -2,5; 2);

R = 2,5\f2. 6.46. Указание: определите тип поверхности, используя преоб­

разование сдвига и метод сечений, т.е. анализ линий, возникающих в сече­

нии поверхности координатными (или параллельными им) плоскостями.

6.47. См. указание к  предыдущей задаче. Поверхность — гиперболический

параболоид. 6.48. a)z = x2+y2; б)^jy2 + z2 = х 2. 6.49. *  +у +^- = 1. 6.51.
а 2 с 2

а) сфера; б) параболоид; в) конус; г) параболический цилиндр; д) параболо­

ид вращения.

Глава 7

7.1. а) 4х3; б) —,= ; в) — -; г) - 
2 six х 2

— т=; д) ~ .  7.2. 1; 0; 4. 7.3. -90. 7.4. 
2xsjx xJ

град/с. 7.5. Через 3 с. 7.6. а) (х - 2)2; б) — ; в) 1

2jc-sin2x

2x2cos2x
; д) -ctgx; е) x(2sinx + xcosx); ж) 0,4343 .

(1 -4х)
2 ’

и) 2excosx; к) 

*•2

; л)
1

2 sf.х-хл

; з) asmxcosxlna;

.; м) _ 1 м .  7 .7 .  а) (£±1Ц; 6)

((2д:2+3x)ln2 + l)-23x+xi; в) - „ ’ г) ctg2x; д) arccosx; е) —
1 х

Т.р 3х

ж) , ,7.8.а) 100(х+1)"; б) - 
s jl-e6x 3

(l + 2sinx)-
' J  5'

х"з-х 3 ;в)-
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2 exp ln2x

ln(2)
r) 2x+2xln2; fl)-3x2sinx3; e) 2cos2x; ж) - 
' л: In 2

- ± . 7.11. „ s z

7.12 . a) (- l)* J  + w i,i i6 Z ; б) ±| + 2ля,яе2.  7 .13 . j\ | j. 7 .14 . (0, 5).

2 _ _______ . . . ______П  171

lnx

-- ; з) -3sin(2cos3x)cos2xsinx.

x = + 2яАг j  , к e Ъ .

7.15. (-7,4). 7.16.y = x+y.7.17.y = 4x;y = 16-4x. 7.18. (-2, -4). 7 .19 .1 —, 4 }

7.20. 4x -y  + 6 = 0; x - 4y + 54 = 0. 7.21. Ду = 0,001002; dy = 0.001. 7.22. dV= 
/IV

= 3x2dx = 0,75;^-• 100 % = 0,006• 100 % = 0,6 % ,7.23.a) 3(x - 1 )2dx\ 6) 4sin2cprf(p;

в) -Rs\n2tdt. 7.24. a) (4x3 + 6x - 9x2 - 3)dx; б) 1— - \dx; в) -
dx

xVx2-1

7'r) 15ctg(5x)dx. 7.25. a) 2cos2x; 6) 2tgxsec2x; в) — !— -. 7.26. a) — -у;

(1 + x)»

6) *r'(3 - t); в) -(xcosx + 3sinx); г) ~a I ; д) --- 2 _  7 27 . a)
(x2+a2)3

(2-/2)2

1 (-1)”~'(я-1)!.

X й
; в) я!; г) sin| л; +—я |, яеЖ. 7.28. «1 %. 7.29. а)

™ е " :б)
1009; б) 4,999.7.30. а) 0,983; б) 1,07.7.31. In х  * (х -1) - (х- + — р -  - -*  ~  ■

7.32. а) возрастает на (-оо, -1)U(1, + °°); убывает на (-1, 1); б) возрастает 

на (-оо, -3)U(5, +оо); убывает на (-3, 5); в) убывает на (-оо, 0) и на (0, 1); 

возрастает на (1, -оо); г) возрастает на (0, +<»); убывает на (-оо, 0); д) убыва-
3 3

ет на (—оо,+оо). 7 .33. у наиб = 54; у„аим = —135. 7 .34. ун аиб~^> У найм——

7.35.(-1)" —+ 7Ш. 7.36. а) выпукла на (-оо, -3); вогнута на (-3, +оо); б) вы­

пукла на (-оо, 0); вогнута на (0, +оо); в) вогнута на (0, +оо). 7.37. а) выпукла 

на (-оо, 1); вогнута на (1, +оо); (1, -1) — точка перегиба; б) выпукла на (-1, 

1); вогнута на (-оо, -1)U(1, +°°); (-1, 0) и (1, 0) -  точки перегиба; в) вогну-

та на (-Уз, 0)U(V3, +оо); выпукла на (-со, —v/З )U (0, Уз); (0, 0), -Уз, - —
Ч ^

УЗ, ~  — точки перегиба. 7 .38 .4 м; 4 м; 2 до. 7.39. х=  1,5. 7.40. •

7.41. 18-кг. 7.42. а )- , -, ^ ;б )  2, -1
5 2 _ . 1

, — .7.43. а) а„= — ;
9 27 273 ' 2 ’ 5 ’ 10 17 2

б) а = 2/?._. 7 4 4 . а) 5 = —  ; 6)5= 1; в)указание: сгруппируйте члены

3« +2 П, N ,
■; s = 1. 7.46. а),по два; s = ̂ . 7.45. а) а„=±[ l;s= т ’ б) 0,1 = 1

(« + !)•
б), д) — расходятся; в), г) — необходимый признак ответа не дает. 7.47. Рас­

ходится. 7.48. Сходится. 7.49. Расходится. 7.50. Сходится. 7.51. Сходится.

7-52. Сходится. 7.53. Расходится. 7.54. Сходится. 7.55. Сходится. 7.56. Рас-
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ходится. 7.57. Сходится. 7.58. Сходится. 7.59. Сходится. 7.60. Расходится
7.61. Расходится. 7.62. Сходится. 7.63. Расходится. 7.64. Сходится абсо­

лютно при |дс| > 1. 7.65. а) Л = ("72 ’ ^ ) ; б) |; <-1; в) Л = 1; [3,

v-2
5]. 7 . 6 6 .  а) х + —  + ... + — — + ..., (-да < х < оо); б) 2х---- + . +

1! «! 3! Ш
у2 л-1  -у- 2/7—1 оо 9 2 /7 - 1

+ (~ ° ' — ТТГ + - (~°° < * < °°); в) l + t ( - ^ W T ,x2" < *  < °°) „  (2«-1)! (2л)!
/.о/. Указание: обеспечьте заданную точность, оценивая величину остаточ- 

ного члена в формуле Лагранжа; 18° соответствует — радиан; — «0,3142- 

а) 0,9510; б) 0,454. 10 '°

Глава 8

8.1. а) х4; б) 23х; в) -sin2x; г) arcctgx; д) tgx. 8.2. -х2л/х+с. 8.3. -л/х4+с

9 5  4

8.4. -2cosx + 3sinx + с. 8.5. —  + с. 8.6. ~ + с .  8.7. -х3+Зх2-7х + с
9 х2 3

8.8. ^хл/х -^—̂-ху/х +х + с. 8.9. х + cosx + с. 8.10. ех - — + с . 8.11. —— + с.
2 3 х In 6 I

8.12. tgx -  3 c o s x  + с. 8.13. х (а2 +abx +— x 2)+ c. 8.14. —  + —
1 О -2 + с.
•J о  л.

8.15. ^ln|x2-l| + c. 8.16. -arctg2x + c. 8.17. -arcsin —  + с. 8.18. (Зх~5)3‘ +
2 2 3 2 93

8.19. ^ е х2+с. 8.20. ^ (arcsinx)2+ с. 8.21. |tg3x + c. 8.22. а+х2)3 +с.

8 . 2 3 .  2-у/х — 21n|-\/x + l| + c . 8 . 2 4 .  — — + с . 8 . 2 5 .  -Зсо S\fx+c.
1 1 _____ lnx

8-26.^ ( х 3 + 5)л/х3 +5 + с .8.27.^ a r c t g ^ + с .8.28.-5л/3-х2 + 3a r c s i n + с .
9 з з  Уз

8 ' 2 9 ' ~3(х-1)3 +С' 8 -3 0 ' | a r c tg ^ 2  + c . 8 . 3 1 .  j ln ( x 2-4x + 7)+c.

8 . 3 2 .  | ln (x2 + 10x + 29)-14arctg^2 + c . 8 . 3 3 .  -|ln|x| + |ln|x-3l + c .

8.34. In
x

+ c. 8.35. ----- + ln
x+1 x  + 1

+ c . 8 .3 6 .  x  + 31n

8.37. x( 1 n x - 1) + c. 8.38. *  ^ 1 arctgx-^+ c . 8.39. ex(x - 1) + c.

8.40. i(3xsin3x+cos3x) + c. 8.41. + + с 8.42. -cos3x-cosx + c-

8.43. ^  + -i-sjn6x + c 8.44. 2-(12x-8sin2x + sin4x) + c . 8.45. -In^~sin.- + c.
2 12 32 4 1 - sinx

8.46. x-tg^ + c. 8.48. a) ^ < / < ^ ;  6) 0 < / < 1. 8.49. 3(e - 1). 8.50.
2 2 2 о

8.51. -Ц-. 8.52. f . 8.53.1-Д  8.54. ±ln2. 8.55. &-\. 8.56. 3. 8.57. >£-1.
6 6 3 2

x-3

x-2
+ c.
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g-58. 4,5. 8.59. 18. 8.60. >/2-1. 8.61. 10-. 8.62. 2(81n2 - 3). 8.63. 5у.
I— ^

8.64. 1 - 1п2. 8.65. 8.66. iln3 . 8.67. 8.68. 2п. 8.69. | и |я.

g.70. тг2/4. 8.71. 8.72. 8.73. 1 400 м. 8.74. 150 кг. 8.75. х = е10.

8.76. 144 т. 8.77. 48 000 кг • м.

Глава 9

9.3. ху' = 2у. 9.6. у = sinx. 9.9. у = ̂ х* +С. 9.10. х = у - arctgy + С.

9.11. 3х + 3-'= С. 9.12. у = (х + С)2;у = 0. 9.13. J\-x2 +ф-у2 =С; у = ±\-

9.14. у = Csinx-1; у = -1. 9.15. ху = 8. 9.16. у = -х. 9.17. у = ■

9.18. 2(х - 2) = 1п2у. 9 .19 .у  = е'̂ х' 2. 9 .20 .у  = 2sin2x-^. 9 .21 .у  = е

9.22. 2e'v(>' + 1) = х2 + 1. 9.23. х = у3 - 8. 9.24. s = -|/3 +2/, 51 м. 9.25. ху =

-v-2 4- 2 V2
= -1 9.26. s = 8е3', и = 24е3'. 9.27. Л(>) = /4̂ -*'. 9.28. За 40 мин. 9.31. у' = у .

ху
С' — р~х̂ С' — cos 2.x

9.32. у = Сх3 - х2. 9.33. у = x(sinx + С). 9.34. у == . 9.35. у =
2х2 2cosx

9.36. у = е“х(х + С). 9.37. у = 2-(*1п*-х + С). 9.38. у = -cos х. 9.39. у - Зх2.
xz

9.40. 5 = 2/2 + -. 9.41. -х2lnx. 9.42. y = is in3x + C,x + C2. 9.43. y = -ln|cosx|.

9.44. у = (С, + Сгх)е2х. 9.45. у = С,«Г2* + С2е х. 9.46. у = <?2x(C,cos Зх + C2sin Зх).

9.47. у = 4е Зх - Зе“2х. 9.48. у = хе3х. 9.49. y = 2siny . 9 .50. у = С,е2х +

+ С2е 2х- 2х3 Зх. 9 .51 . у = ех(С, cosx + C2sinx) + y(x + l)2. 9 .5 2 . у =

= ~(\3е2*-\6ех-6х + 3). 9.53. 5  = |/3-?2-24? + 60.

Глава 10

10.1. а) 25; б) 24; в) | . 10.2. а) 15 504; б) 20х(х + 1). 10.3. 720. 10.4. 20.

Ю.5. 720 10.6. х = 1 10.7. Указание: используйте формулу С" =— т '--.
п\(т-п)\

1о-8. 56. 10.9. 105. 10.10. 246 480. 10.11. 720. 10 .12 .|«(«-]). 10.13. 0,9.

10.14. Р = С«С1. = — 10 15. — . 10.16. 10.17. * 0,381. 10.18. 0,346.
С,92 55' 31 16
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10.19. -Z-. 10.20. /> = l - ^ f  = ̂ .  10.21. 0,432. 10.22. a) /> = - ; 6) P  = H I
12 Wo 6 и 4я

10.23. 10.24. 2 L . 10.25. P=0,2. 10.26. P=  0,5. 10.27. a) *0,31; 6) *0,48;

в) * 0,52; r) * 0,62. 10.28. *2,48-10~4. 10.29. а) вероятнее выиграть одну пар-

1 3
тию из двух; Р2( 1) = —, Р4(2) = -; б) вероятнее выиграть не менее двух партий

2 о

из четырех: Л(2) + Л(3) + Л(4) = 1-[Л(0) + Л0)] = Т7 ; Л (3)+/>5(4) + />5(5) = 1 ..
16 16

10.31.

X 0 1 2

р
1 1 1

4 2 4

10.32.

X 0 1 2 3

Р 0
I 3 1

5 5 5

10.33.

X 0 1 2 3

Р 0,343 0,441 0,189 0,027

10 . 3 4 .  р , = 0,5; р 2 = 0 ,25. 10 . 3 5 .  а = ~; Р(\ < х < 2) = 10 . 36 .  

О, если х<2\

f ( x )  = \l(x-2), если 2 < *< 3 ; Л  = 0,25; Р2 = 0,75. 10.37. 3,5; 1,75. 10.38. 10; 

О, если jc>3;

0 прих<2;

0,1 при 2<х<5; 

0,4 при 5<х<7 ; 

0,6 при 7<х<8;

1 прих>8;

| .  1 0 . 3 9 .  />(3<х<5) = | .  1 0 . 4 2 .  a ) F '(x ) =

б) Г(х)-- 10.45. = 100; Д, = 34; о\ = 42,5. 10.46. З с = 166;

0 прих<4;

0,5 при 4<х<7;

0,7 при 7<х<8;

1 при* >8.

Д, = 33,44. 10.47. гху = 0,664; ух = 3,64л:—0,15, ху =0,12у +1,24.



П р е д м е т н ы й  у к а з а т е л ь

Абстракция 13 

Аксиома 121

— индукции 32 

Аксиоматический метод 27 

Апофема 139

Аргумент комплексного числа 48

— функции 16 

Арифметические свойства предела по­

следовательности 52

Арккосинус 51 

Арксинус, график 84 

Асимптота 59

— вертикальная 59

— горизонтальная 59

— наклонная 59

Вектор 47

— единичный (орт) 99

— нормальный 116 

Векторы

— коллинеарные 107

— компланарные 107

— ортогональные 110 

Вероятность 221

— условная 233 

Вогнутая кривая 160 

Выборочная дисперсия 247

— совокупность (выборка) 244

— репрезентативная 244

— средняя 247 

Выборочное среднеквадратическое

отклонение 248 

Выборочный коэффициент корреля­

ции 250 

Выпуклая кривая 160

Генеральная совокупность 247 

Геометрическая прогрессия 169 

Гипербола 135, 141 

Гистограмма 245

Двугранный угол 125, 130 
Действительная часть комплексного 

числа 47 
Дисперсия 239 
Дифференциал 152 
Дифференциальное уравнение в част­

ных производных 207
— обыкновенное 207
— с разделяющимися переменны­

ми 211

— линейное 216, 219
---неоднородное 219
---однородное 216
---второго порядка с постоянны­

ми коэффициентами 217 
Дифференцирование 44, 147, 179 
Дробь десятичная 38

— бесконечная 38
— периодическая 43
— обыкновенная 38
— рациональная 37

Задача Коши 209 
Закон больших чисел 224

— распределения дискретной 

случайной величины 226
— непрерывной случайной вели­

чины 227
---случайной величины нор­

мальный 241 
Замена переменной 90

Изоморфизмы  30 
Интеграл неопределенный 180

— несобственный 229
— определенный 188
— с переменным верхним преде­

лом 191, 192
Интегральная кривая 196

— сумма 188 
Интегрирование 44, 179
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Каноническое уравнение окружности, 
эллипса, гиперболы, параболы 
132-136

-- прямой 127
Касательная 146, 147

— к сфере 144
— плоскость 166 

Комбинаторика 230 
Композиция функций 87 
Коническое сечение 144 
Конус 142 
Координаты 99

— полярные 100 
Косеканс 82 
Косинус угла 83 
Котангенс 83

Коэффициент вариации 249 
Коэффициент корреляции 249 
Криволинейная трапеция 187 
Кривые второго порядка 132

Линейная операция 179 
Линейное векторное пространство 99 
Линейный угол 125 
Логарифм 74

— десятичный 74
— натуральный 74 

Логарифмирование 74 

Логарифмическое неравенство 92
— уравнение 92 

Локальный максимум 155
— минимум 155

Ломаная, вписанная в кривую 196 
Луч 46

Математическое ожидание 237 
Матрица 113

— вырожденная 118

— квадратная 113

-- вырожденная 118
-- невырожденная 118
— обратная 113 

Медиана 249

Метод Гаусса (исключения перемен­
ных) 114

— интегрирования по частям 182
— математической индукции 133
— наименьших квадратов 251
— неопределенных коэффициен­

Интервал 46
— подстановки (замены перемен­

ной) 182
— половинного деления 93
— сложения графиков 105 

Мнимая часть комплексного числа 47 
Многогранники 136—140 
Многочлен 87
Множество 31 —49

— бесконечное 33

— действительных чисел 31, 79
— значений функции 16
— комплексных чисел 31
— конечное 33
— натуральных чисел 31, 33, 35

— ограниченное сверху (снизу) 68
— пустое 14
— рациональных чисел 31, 37
— целых чисел 31, 36
— числовое 31 

Мода 248
Модуль числа 36, 48

— действительного числа 45
— комплексного числа 48 

Монотонность функции 68, 158

Наклонная прямая к плоскости 124 
Направляющий косинус 108 
Начало отсчета 35

Непрерывность множества действи- j  
тельных чисел 46 

Неравенство 24, 89

— тригонометрическое 92

Область определения функции 
16, 161

— сходимости функционального 
ряда 173

Образ элемента 18 

Общее уравнение прямой 127
---плоскости 129

Объединение множеств 14 
Объем тела вращения 200—203 
Окрестность 46

— Е-окрестность 46 
Определение аксиоматическое 32 
Определитель 112, 116 
Основание логарифма 74

— степени 69 
Ось абсцисс 100

— аппликат 101

тов 178
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— ординат 100 

Отображение 16
— взаимно-однозначное 18 

Отрезок 46

Парабола 136, 141 

Параллельные прямые, плоскости 

123, 124 

Параллелепипед 137 

Параметрическое уравнение окруж­

ности 130

---прямой 127

Первообразная 179 

Переменная зависимая 16

— независимая 16 

Пересечение 14 

Перестановка 231 

Перпендикуляр 123 

Перпендикулярность плоскостей 124

— прямых 123 

Пирамида 138

— усеченная 139 

Планиметрия 121 

Плоскость 124— 131 

Плотность распределения 228 

Площадь криволинейной трапеции

198

— плоской (криволинейной) ф и ­

гуры 198

— поверхности вращения 199
— поверхности призмы 137 

Поверхность вращения 140—144
— гиперболоид вращения 141
— параболоид вращения 141

— цилиндрическая 141
— эллипсоид вращения 142 

Поверхности второго порядка 132 

Погрешность 40

— абсолютная 40

— относительная 40 

Подынтегральная функция 180 

Подынтегральное выражение 180 

Подмножество 14 
Показательное неравенство 91

— уравнение 91 
Полигон 245
Полная группа событий 232 

Полуинтервал 46

Порядок дифференциального уравне­

ния 207

— производной 153

Последовательность бесконечно 

малая 51
— возрастающая 42

— ограниченная 44

— частичных сумм ряда 169

— числовая 17 

Потенцирование 74

Правило Крамера решения систем 
линейных уравнений 118

— параллелограмма для сложения 

трех сигм 242

Предел последовательности 42, 50, 52

— функции в точке 55

— левосторонний 44

— на бесконечности 44

— правосторонний 44 

Пределы интегрирования 189 

Преобразование линейное 102

— подобия 104 

 гомотетия 103

---параллельный перенос 103

--- поворот 103

— растяжение 103 

Приближенные вычисления 39

— методы 151, 194 

Призма 137, 201 

Признак Даламбера 171

— сравнения рядов 153 

Приращение аргумента 61

— функции 61 

Произведение векторов 109

---векторное 111

---скалярное 109

--- смешанное 109

— декартово (прямое) 15

— множеств (пересечение) 14

— событий 232 

Производная 146 

Промежутки 46 

П рообраз элемента 16 

Прямая 123, 126

— регрессии 251

Радианная мера измерения углов 79 

Разложение на множители функции 

91

— в степенной ряд 173

— в тригонометрический ряд 175 

Размах варьирования 249

Размер матрицы 113 

Размещение 230

3 0 7
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Разрыв функции I рода 64
— 11 рода 64 

Распределение случайной величины
биномиальное 235
— нормальное 241
— равномерное 226

Решение дифференциального уравне­
ния 206—220
— общее 209
— особое 209
— частное 209
— неравенства 24
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